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1 Mengen, Funktionen, reelle Zahlen

1.1 Mengen

Es ist nicht einfach, den Begriff Menge zu definieren. Wir benutzen die folgende (naive)
Vorstellung von Mengen:

FEine Menge ist eine Zusammenfassung unterschiedlicher Objekte (Elemente) zu
einem Ganzen.

Schreibweisen

x €A (Element x gehort zu A)

x ¢ A (Element x gehort nicht zu A)

AC B (Aist Teilmenge von B, d.h. fiir jedes x € A gilt auch x € B)
() leere Menge, fiir jede Menge A gilt ) C A

AUB={x: x € Aoder x € B} (Vereinigung)

ANB={z: x€ Aund x € B}  (Durchschnitt)

A\B={z: x € Aund z ¢ B} (Differenz)

P(A)={M: M c A} (Potenzmenge von A)

Ax B={(a,b):a € A bec B} Menge aller geordneten Paare (a,b)

1.2 Funktionen

Definition 1.1 X, Y seien Mengen. FEine Funktion (Abbildung) f von X nach Y ordnet
jedem x € X eindeutig einy € Y zu.

X — Y

r o f(x) oder f:X—-Y

Schreibweise:  f : {

Die Menge
graph f :={(z, f(z)) : v € X}

st eine Teilmenge von X XY und heiffit Graph der Funktion f.



Merke:
e Eine Funktion besteht aus drei ,,Objekten”
e X Definitionsbereich (Definitionsmenge)
oY Wertebereich
e x— f(x) Abbildungsvorschrift

Um also unmissverstéandlich von einer ,Funktion zu sprechen, muss man deren Defini-
tionsbereich, Wertebereich und Abbildungsvorschrift angeben. Sind diese drei ,Objekte
eindeutig und unmissverstandlich festgelegt, so kann man zu der Funktion f: X — Y
auch einfach f sagen.

e zwei Funktionen f : X — Y, g : X — Y heifen gleich, falls gilt f(z) = g(x) fir alle
rzeX.

Bezeichnungen
Es sei f: X — Y eine Funktion.
e Sei A C X. Dann heift f(A) ={f(z) €Y :x € A} Bild von A.
e Sei B C Y. Dann heift f~1(B) = {x € X : f(x) € B} Urbild von B.
e die Funktion f: X — Y heifit
e injektiv, wenn gilt: aus f(z1) = f(x2) folgt z; = za.
(alternativ: aus x1 # xo folgt f(z1) # f(x2))
e surjektiv, wenn gilt: f(X) =Y.
e bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.

Umkehrfunktion
Sei f: X — Y bijektiv. Dann gibt es zu jedem y € Y genau ein z € X mit f(z) = y. Die

Funktion
Y - X
g: y — = mity= f(x)

heifit Umkehrfunktion von f und wird mit f~' : Y — X bezeichnet.



Komposition

f: X —-Y und g: W — Z seien Funktionen mit f(X) C W. Die Funktion

) X — 7
"'{ r o g(f(@)

heifst Komposition von f und g. Sie wird bezeichnet mit: h = g o f.
Identitatsabbildung
Die Funktion

x —

idX:{X - X

heifst Identitatsabbildung (Identitdtsfunktion, identische Abbildung).
Ist f: X — Y bijektiv, so gilt fo f~' =idy und f~'o f =idy

1.3 Reelle Zahlen

Wir betrachten nun eine Menge R, die wir die Menge der reellen Zahlen nennen werden. Die
Existenz dieser Menge wird nicht bewiesen, sondern es wird vorausgesetzt, dass es eine Menge
R gibt, welche den folgenden 13 Axiomen (A1)-(A13) geniigt.

Korperaxiome (A1)-(A9)

Es gibt Operationen + und - auf R, die zwei Elementen a,b € R ein Element a + b € R bzw.
a - b € R zuordnen mit folgenden Eigenschaften:

(A1) (a4+b)+c=a+(b+c) (Assoziativitét)

(A2) a+b=b+a (Kommutativitét)

(A3) esgibt 0€e Rmita+0=a (neutrales Element bzgl. + )
(A4d) zuaeRgibtes (—a)eR: a+(—a)=0  (Inverses Element bzgl. + )
(A5) (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativitat)

(A6) a-b=b-a (Kommutativitét)

(A7) esgibt l€eRmita-1=a (neutrales Element bzgl. - )
(A8) zua € R\ {0} gibtesa ! €R: a-a"!=1 (Inverses Element bzgl. - )
(A9) a-(b+c)=(a-b)+(a-c) (Distributivitit)



Konventionen:
Fir a,b € R sei a — b :=a+ (—b).
Fiir a # 0 sei % :=a~! und g i=a"'-b.

(a-b)+(a-c)=a-c+b-c

Anordnungsaxiome (A10)-(A12)
Es existiert eine Teilmenge P C R (die Menge der positiven reellen Zahlen) mit:

(A10) fiir jedes a € R gilt genau eine der folgenden Beziehungen: —a € P;a € P;a=0
(A1l) Ausa,be P folgta+0be P.
(A12) Ausa,be P folgta-be P.

Schreibweise

Wir schreiben a > 0 anstelle von a € P sowie a > b (oder b < a) anstelle von a — b € P.

Konvention
e Fiir a,b € R bedeutet a < b, dass entweder a = b oder a < b gilt.
e Fir A C R und £ € R bedeutet:
e A<¢: firalleae Agilt a <&
e A< & furalleae Agilta<§
o (<A firalleace Agilt £ <a
o (< A:firalleac Agilt £ <a

Definition 1.2 (obere und untere Schranken) Sei A C R.

a) & heiffit obere Schranke von A, falls A < & gilt.

b) & heifit untere Schranke von A, falls £ < A gilt.

c) A heifst nach oben beschrinkt, wenn eine obere Schranke von A ezistiert.
d) A heifit nach unten beschrinkt, wenn eine untere Schranke von A existiert.

e) A heifst beschrankt, falls A nach oben und nach unten beschrinkt ist.



Definition 1.3 (Maximum, Minimum) Sei A C R.
a) n € R heifst Mazimum von A, falls A <n undn € A.
b) n € R heifft Minimum von A, fallsn < A und n € A.

Bezeichnung: max A bzw. min A

Definition 1.4 (Supremum, Infimum) Sei A C R.
a) n € R heifst Supremum (kleinste obere Schranke) von A, falls gilt:
i) A<n
ii) aus A <& folgt n < ¢
b) n € R heifit Infimum (grofite untere Schranke) von A, falls gilt:
i)n<A
ii) aus € < A folgt € <

Bezeichnung: sup A bzw. inf A

Vollstandigkeitsaxiom (A13)

(A13) Jede nichtleere, nach oben beschrénkte Menge A C R besitzt ein Supremum.
Diese reelle Zahl wird mit sup A bezeichnet.

Betrag und Dreiecksungleichung

a falls a >0,

FiiraeRsei|a|:{ —a falls a<0.

Rechenregeln:
i) Es gilt: | a | = 0 genau dann wenn a = 0.
i) [a-b[=]al-[0]
L lal ’a
iii) o] " 1p
iv) [a+b|<|a|+|b] (Dreiecksungleichung)

, falls b # 0.

V) ‘ la|—1|0] ‘ <|a+b| (Umgekehrte Dreiecksungleichung)



Intervalle

Seien a,b € R mit a < b.

b) :=={zr € R:a < x < b} heifst offenes Intervall

[a,b] := {z € R:a < x < b} heifst abgeschlossenes Intervall

b:={reR:a<z<b}

={reR:a<z<b}

={zeR:z>a}

(—o0,a]:={xeR:x<a}
)i={zeR:z>a}

(—o0,a) :={zx eR:x <a}
)
)

I
=

R™ :=(—00,0), R":=(0,00)

a — €,a + €)e-Umgebung von a.

eS|
o
=
@)
vV
(@)
=
@,
55
—t+
oy
()
—
o
li

Mengensysteme
Eine Menge 991 heift Mengensystem, wenn die Elemente von 9T selbst wieder Mengen sind.
Sei M ein Mengensystem:

(] B :={z: z € B fiir jedes B € M}
Bem

U B := {z : z € B fiir mindestens ein B € M}
Bem



2 Natiirliche Zahlen und vollstandige Induktion

2.1 Natiirliche Zahlen

Definition 2.1 FEine Teilmenge M C R heifit induktive Menge, falls gilt:
a) le M
b) aus x € M folgt  +1 € M

Definition 2.2 Sei 9 := {M C R: M ist induktiv}. Dann heifit

N:= ﬂM

MeM

die Menge der natiirlichen Zahlen.
Lemma 2.3 N ist eine induktive Menge.

Lemma 2.4 N st die kleinste induktive Menge. Das bedeutet: ist M irgendeine induktive
Menge und M C N, so folgt M = N.

Die Aussage des Lemmas heifst auch Induktionsprinzip. Wir erkldren seine Bedeutung im
folgenden Abschnitt.

2.2 Beweise durch vollstindige Induktion

A(n) sei eine Aussageform mit Wahrheitsgehalt richtig oder falsch in Abhéngigkeit von n € N.
Um zu beweisen, dass A(n) wahr ist fir alle n € N, geht man wie folgt vor:

a) Beweise, dass A(1) wahr ist.

b) Unter der Annahme, dass A(n) wahr ist fiir ein n € N, beweise die Wahrheit von A(n+1).

Damit ist M = {n € N: A(n) ist wahr} eine induktive Teilmenge von N. Mit Lemma 2.4 gilt
daher M = N. Wir halten damit fest:

Das Beweisprinzip durch vollstindige Induktion ist eine Eigenschaft der natiirli-
chen Zahlen.
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Variante der vollstandigen Induktion
a)’ Beweise, dass A(ng) wahr ist fiir ein ng € N.

b)" Unter der Annahme, dass A(n) wahr ist fiir ein n € N, n > ng, beweise die Wahrheit
von A(n +1).

Damit folgt, dass A(n) wahr ist fiir alle natiirlichen n > ng.

Beispiel: Bernoullische Ungleichung (Jacob Bernoulli, 1689)

Fir z > —1, n € N gilt: (1+z)" > 14n-z
Firz > -1, x #0, ne N\ {1} gilt: (1+4+2)" > 1+n-zx

2.3 Beziehung zwischen N und R
Lemma 2.5 N ist nach oben unbeschrinkt.
Korollar 2.6

(i) Seien a,b € (0,00). Dann ezistiert ein n € N mit n-a > b.

(ii) Seia € (0,00). Dann existiert ein n € N mit 1 < a < n.

Lemma 2.7 Sei M C N, M # (). Dann besitzt M ein Minimum.

2.4 Ganze Zahlen, rationale Zahlen

Mit —N bezeichnen wir die Menge {—n : n € N}. Desweiteren sei

No :=NuU{0} die Menge der natiirlichen Zahlen vereinigt mit 0
Z =NU-NuU{0} die Menge der ganzen Zahlen

Q ={z= P :p,q €7Z, q#0} die Menge der rationalen Zahlen
q

Q erfiillt (A1)-(A12), aber nicht (A13).
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2.5 Endliche Mengen, abzihlbare Mengen

Definition 2.8 Zwei Mengen heiflen gleichmdachtig, falls eine bijektive Abbildung ¢ : A — B
existiert.

Definition 2.9 Sei A eine Menge.

a) A heifit endlich, falls n € N existiert, so dass A und {1,2,...,n} gleichmdchtig sind.
Schreibweise: A = {a1,a2,...,an,} ={ap:k=1,...,n}

b) A heifst unendlich, falls A nicht endlich ist.

c) A heifst abzihlbar, falls A und N gleichmdchtig sind. Schreibweise: A = {ay, : k € N}
d) A heifit hochstens abzihlbar, falls A endlich oder abzdihlbar ist. Schreibweise: A = {ay}
e) A heifst iberabzihlbar, falls A nicht hichstens abzdahlbar ist.

Satz 2.10
a) A sei abzihlbar und B C A. Dann ist B hochstens abzdhlbar.
b) N x N ist abzihlbar.

c) M = {A} sei ein hochstens abzihlbares Mengensystem, wobei jedes Element Ay hochs-

tens abzdahlbar sei. Dann ist U Ay, héchstens abzdihlbar.
ApemMm

Korollar 2.11 Q ist abzdhlbar.

Proposition 2.12 Fir jedes k € N sei I}, := [ay, b| ein abgeschlossenes Intervall mit aj, < by,
und es gelte Iy D Iy D I3 D ... d.h. Iy D Ix11. Dann ist

(Ix #0.

keN

Satz 2.13 R ist dberabzdhlbar.

Bemerkung

Ein dhnliche Vorgehensweise wie im Beweis von Satz 2.13 zeigt, dass jedes nichtleere Intervall
I C R iberabzahlbar ist.
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2.6 Summen- und Produktzeichen

Sei n € Nund ai,ao,...,a, € N.

n

n
g a; :=a1+ag + ... + an, Hai::al-a2~...-an
=1 i=1

Eigenschaften
a) Z(/\ai —i—,ubl-) = )\Zai +/J'Zbi
i=1 i=1

=1

n n
b) Es sei a; < b; fiir i = 1,...,n. Dann gilt Zai < Zbi'
i=1 i=1

n n
c) Essei 0 <a; <b; fir i =1,...,n. Dann gilt Hai < Hbi'
i=1 i=1

n
<> lai

=1

d) ‘izn;ai

2.7 Binomialkoeffizienten

Pascalsches Dreieck

n=0: 1
n=1: 1 1
n=2: 1 2 1
n = 1 3 3 1

.. UsSw.

13



Definition 2.14 Fiir n € Ny set

()= () =1 smie (") = () () sirr=n

Das Symbol (2) heifst Binomialkoeffizient. Sprich: n iiber k.

Potenzen

Im folgenden bendétigen wir ganzzahlige Potenzen reeller Zahlen. Fiir a € R sei
=1

und gemaf vollstdndiger Induktion definieren wir

n+1

a =a-a" firn € N.

Ist a # 0 so definieren wir ¢ " := (a‘l)n. Es gelten die iiblichen Potenzgesetze

am—i—n =q™m. an, a® - h" = (a . b)n7 (an)m = qv'm,

Satz 2.15 (Binomischer Satz) Seien a,b € R, n € N. Dann gilt

(a+b)" = zn: (:‘) Loy,

1=0

Fakultdten
0!:=1, n! =n-(n—1)! ,neN

—~—

n-Fakultét

n n! n-(n—1)-...-(n—k+1)
Satz 2.16 = =
o (k:) Kl (n— k) 1.2k
Erganzung

a) (Z) =0, fallsn < k.

b) (Z) = Anzahl der unterschiedlichen k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen

Grundmenge.
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3 Polynome und n-te Wurzeln

Definition 3.1 f,g: D — R seien Funktionen und A € R. Dann sind:

D —- R D - R o D — R
)\'f'{ z — A f(x) f+g'{ z = f(z)+g(2) d g'{ z — f(z) g(z)

ebenfalls Funktionen. Analog definiert man punktweise |f|, max{f, g} und min{f,g}.

Definition 3.2 FEine Funktion f: D — R heifit

a) nach oben beschrinkt, falls K € R existiert mit f(x) < K Vx € D.
b) nach unten beschrinkt, falls K € R ezistiert mit f(z) > K Vx € D.
¢) beschrankt, falls K € R existiert mit | f(x) | < K Yz € D.

Schreibweise
sup f(D) =:supp f (= supf(z))

xzeD
inf f(D) =:infp f (= in{)f(a:))
Te
Ist f nach oben bzw. unten unbeschrénkt, so definiere supp f = co bzw. infp f = —o0.

3.1 Polynome

n
Definition 3.3 Ein Polynom ist eine Funktion P : R — R mit P(x) = Zami. Dabei ist

=0
n € Ng und ag, . ..,a, € R heiffen Koeffizienten von P. Falls a, # 0, dann heifit P Polynom
vom Grad n.

Eigenschaften
Sind P, @ Polynome und A € R, so sind A- P, P+ @ und P - @) ebenfalls Polynome.

n n
Satz 3.4 P(z) = Zai:vi sei ein Polynom, £ € R fest. Dann gilt P(x) = Zbl(x — &) mit
i=0

=0
n

bk:Zai<;>£i_k firk=0,...,n.

i=k

15



Korollar 3.5 Sei P Polynom vom Grad n und P(§) = 0 fir ein & € R. Dann existiert ein
Polynom @Q von Grad n —1 mit P(x) = (v — &) - Q(z).

Satz 3.6 (Nullstellensatz / Identitdtssatz fiir Polynome)

a) P sei Polynom vom Grad n > 1. Dann hat P hochstens n Nullstellen.

b) P,Q seien Polynome vom Grad < n. Falls P und Q an n+ 1 Stellen ibereinstimmen so
folgt P = Q.

Vielfachheit von Polynomnullstellen

Sei P Polynom vom Grad n. Nach Abspaltung aller (reellen) Nullstellen hat P die Darstellung

P)=(x—-&) (—-&)- ... (v = &) Qu(z)
und Grad(Qr) = n — k, Qi hat keine (reellen) Nullstellen. Nun schreiben wir die Nullstellen

neu auf. Es seien
{A, N ={&, &
wobei \; # A; fiir ¢ # j gelte. D.h. die A1,...,\; sind die unterschiedlichen Nullstellen von P.
Dann hat P die Darstellung
P)=(z—X)" - (x—X)*2-...- (. — N\)* - Qu(x)

Fir i =1,...,1 heifst s; Vielfachheit der Nullstelle A;. Es gilt s;1 + ...+ s, = k.

Erginzung (Fundamentalsatz der Algebra)

In der obigen Darstellung bleibt u.U. ein Polynom Qy(z) iibrig mit Grad(Qr) = n — k > 2,
welches keine reelle Nullstelle mehr hat. In diesem Fall sind dennoch Aussagen moglich. Ein
Satz von weitreichender Bedeutung ist der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra. Mit
unseren jetzigen Mitteln konnen wir ihn nicht beweisen. Es besagt:

Ein Polynom vom Grad n hat genau n kompleze Nullstellen.

Besonders elegante Beweise sind mit Hilfe der Funktionentheorie bzw. der komplexen Analysis
moglich.
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3.2 Monotone Funktionen

Definition 3.7 Es sei f: D C R — R eine Funktion. f heifit:

a) monoton wachsend, wenn aus x <y, x,y € D folgt f(z) < f(y).

b) streng monoton wachsend, wenn aus © <y, z,y € D folgt f(x) < f(y).
¢) monoton fallend, wenn aus x <y, x,y € D folgt f(x) > f(y).

d) streng monoton fallend, wenn aus x <y, x,y € D folgt f(z) > f(y).

Satz 3.8

(1) Die Funktionen f,g: D C R — R seien monoton wachsend. Dann gilt:

(i) f+gund XA f (falls X\ > 0 ist) sind monoton wachsend.

(i) Sind f und g zusdtzlich positiv, so ist f - g monoton wachsend und % monoton
fallend.

(2) Firn € N ist 2™ streng monoton wachsend auf [0,00); =™ ist streng monoton fallend

auf (0,00).

3.3 Die Lipschitz-Bedingung

Definition 3.9 FEine Funktion f: D C R — R geniigt einer Lipschitz-Bedingung auf D, falls
eine Konstante L > 0 existiert, sodass gilt
| fle)=fW) < Llz—y]| Vo,yeD.
Wir sagen kurz: f € Lip(D); L heifit Lipschitz-Konstante von f auf D.
Lemma 3.10

a) Falls f,g € Lip(D) und \e R = f+g,\-f € Lip(D)
b) D beschrinkt, f € Lip(D) = [ beschrinkt.

¢) D beschrankt, f,g € Lip(D) = f-g € Lip(D).

d) D beschrankt, P Polynom = P € Lip(D).
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Satz 3.11 (Vorlaufige Version des Satzes iiber die Umkehrfunktion)

Voraussetzung:

Sei I ein Intervall und f : I — R streng monoton wachsend und fir jedes Intervall
[a,b] C I gelte f € Lip([a,b]).

Behauptung:
i) I* = f(I) ist ein Intervall
ii) f: 1 — I* ist bijektiv

iii) f~1: I* — I ist streng monoton wachsend

Beispiel: n € N;n > 2. Die Funktion

pof o) = 0o

T — z"

ist nach Satz 3.8(2) streng monoton wachsend und f € Lip([0,k]) fiir jedes k € N. Nach
Satz 3.11 gibt es eine streng monoton wachsende Umkehrfunktion f=! : [0,00) — [0,00).
Bezeichnung: f~!(x) = {/z. Damit ist die n-te Wurzel der Zahl z gemeint.

Achtung: die n-te Wurzel ist immer > 0

Vr=yz, Va®=|a|
Va=2 (V4=-2 oder V4= %2 ist falsch!)

Satz 3.12 (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel) Seien
n € N und x1,x2,...,xy, > 0 gegebene reelle Zahlen. Dann gilt:

<.’E1+I‘2+...+$n

VX1 Ty ... Tp
n

und "="gilt genau dann, wenn x1 = T9 = ... = Tp.

Definition 3.13 (Potenzen mit rationalem Exponenten)

Sei r = % mit p € Z,q € N. Fiir a € (0,00) definiere a” := V/aP und a® := 1.
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Bemerkung (Wohldefiniertheit der Potenz mit rationalem Exponenten)

Seir = P_ TP ind sei & = V/aP sowie n = "Va™P. Gilt dann n = £7 Ja, denn man beachte:
q n-
é‘q = aP7€n~q = q"P = 7]n-q also g =1.

Satz 3.14 Seien a,b € (0,00), r,s € Q. Dann gilt:
a) @'t =a" - af
b) a"-b" = (a-b)"
¢) (a)° = a’

d) Die Funktion x +— z" ist auf [0,00) streng monoton wachsend fir r > 0 und auf (0, 00)
streng monoton fallend fir r < 0.

e) Seir <s. Fira>1gilta <a® und fir0<a<1 gita > a°.
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4 Zahlenfolgen, Konvergenz, Exponentialfunktion, Logarithmus
und allgemeine Potenzfunktion

4.1 Zahlenfolgen und Konvergenz

Definition 4.1
Seip € Z und Zy :={n € Z : n > p}. Eine Abbildung a : Z, — R heifit reelle Zahlenfolge.

Schreibweise: das n-te Folgenglied wird mit ay, := a(n) bezeichnet, die gesamte Folge mit
(an)n>p oder (an).

Ubertragung der Begriffe aus Definition 3.2 (Beschrinktheit) und Definition 3.7
(Montonie) auf Folgen:
Die Folge (a;) heift beschrankt, falls ¢ > 0 existiert mit |a,| < ¢ fiir alle n > p.
Die Folge (ay) heift monoton wachsend, falls gilt a,, < a4 fur alle n > p.

In &hnlicher Weise spricht man von nach oben beschrinkten/nach unten beschrinkten Fol-
gen sowie von monoton fallenden/streng monoton wachsenden/streng monoton fallenden
Folgen.

Definition 4.2 (Nullfolge) FEine Folge (a,) heifit Nullfolge, falls zu jedem € > 0 ein Index
N € N existiert, sodass gilt:
aus n > N folgt |a,| < e.

Schreibweisen:

. . n—oo .
lima, =0, a, —0firn—o0, a, — 0 odereinfach nur a, — 0
n—oo

Lemma 4.3
a) Ist (ap,) eine Nullfolge und (by,) eine beschrinkte Folge, so ist (an - by) eine Nullfolge.
b) Falls an, — 0 und falls ¢ > 0 existiert mit |b,| < clay]| fir alle n € N, dann folgt b, — 0.

c) Aus ap, — 0 und b, — 0 folgt a,, + b, — 0.
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Beispiele von Nullfolgen

a) Falls a,, — 0 und p € N so folgt {/|an| — 0.

1
b) Sei p € N. Dann gilt: lim — = 0.
Un

n—oo ¥/n

c) Fir 0 < |q] < 1 gilt: nli_)ngoq" =0.

d) Fir 0 < |g| <1 und p € N gilt: lim n”¢" = 0.
n—oo

Definition 4.4

FEine Folge (ay) heifst konvergent, falls a € R existiert, sodass (an, — a) Nullfolge ist. a heifit
Grenzwert von (ay). Eine Folge (ay) heif§t divergent, falls (a,) nicht konvergiert.

Schreibweise
n—oo

lim a, = a, a,—afirn—oo, a, — a oder einfach nur a,, — a
n—oo

Gleichbedeutend zur Definition 4.4:

Zu jedem € > 0 existiert ein Index N € N, sodass gilt: n > N = |a, —a| <e.

Beispiele von konvergenten Folgen
n+a

a) lim =1

n—oon+b

b) lim ¥/n =1

n—oo

Satz 4.5 Sei (a,) konvergent. Dann gilt:
a) lim a, ist eindeutig bestimmit.
n—oo

b) (an) ist beschrankt.

Satz 4.6 Sei lim a, = a und f € Lip([c,d]) mit a € (¢,d). Dann gilt lim f(a,) = f(a).
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Lemma 4.7 FEs gelte lim a, = a, lim b, = b. Dann folgt:
n—oo n—oo

) lim (an+by) =a+b,  lim (ap-bp)=a-b,  lim ZL” = %,fallsb;éo,
b) lim |ay| = |al, lim (A-a,) =X aq, lim af, = a” fiirp € N,

c¢) Falls ein N € N existiert mit a,, < by, fir allen > N, so folgt a <b.
Folgerung
Ist P Polynom und a, "= a, so folgt P(a,) "= P(a).

Satz 4.8 (Sandwich-Theorem) Fulls a, — a, b, — a fir n — oo und falls a, < ¢, < by,
fiir alle n € N gilt, so folgt, dass ¢, — a fiir n — oo.

Beispiele
@) Jlim — T = i S = im (L) =
: 4 7
Bt VR L L SR
b) lim —————— = lim _aT : 3
n—oo  2n° 4+ 5N n—o0 2_|_F hm2—|—ﬁ 5

c) Sei a > 0. Dann gilt: lim {/a = 1.
n—oo

1. Fall Es sei @ > 1. Dann gilt 1 < a < n fiir grofse n, also: 1 = V1 < ¥a < ¥n und mit
dem Sandwich-Theorem folgt lim {/a = 1.

n—oo

1
2. Fall Essei 0 < a < 1. lim {/— = 1. Mit Lemma 4.7a folgt: /a =
n—oo \ @ n/l
a

Definition 4.9 (Teilfolgen, Umordnungen)
Sei (an)n>p eine Folge, Z, = {2z € Z, z > p} und sei ® : Z, — Z, eine Abbildung. Durch
bn = ag(n) fiir n € Z, wird eine neue Folge (by)n>p definiert.

a) Ist @ bijektiv, so heifit (b,) Umordnung von (ay).

b) Ist @ streng wachsend, so heifit (by,) Teilfolge von (ay,).
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Beispiel
an = +. Dann sind (#) und (5-) Teilfolgen von (ay).
Satz 4.10 Sei lim a,, = a. Jede Umordnung und jede Teilfolge von (a,) konvergiert auch

n—oo
gegen a.

Definition 4.11 (Bestimmte Divergenz) Eine Folge (ay,)n>p heifst bestimmt divergent ge-
gen oo (bzw. —00), falls zu jedem K > 0 ein Index N € Z,, existiert, sodass gilt:

n>N=a,>K (bzw. an, < —K).
Schreibweise
. n—oo . n—oo
lim a, =00, a, — 00 bzw. lim a,, = —00, a, — —
n—oo n—oo

Satz 4.12 (Monotone Konvergenz) Sei (ay)n>p €ine monoton wachsende und beschrank-
te Folge. Dann ist (ap)n>p konvergent und es gilt:

lim a,, = sup a,.
n—oo n>p

Schreibweise: a,, /" a

Analog: Sei (a,)n>p eine monoton fallende und beschrankte Folge. Dann ist (ay,)n>p konver-
gent und es gilt:

lim a,, = inf a,.
n—00 n>p

4.2 Exponentialfunktion, Logarithmus und allgemeine Potenzfunktion

Ziel: In diesem Abschnitt geben wir eine Definition von a” fiir ¢ > 0 und = € R.

Idee: Wahle eine Folge (ry,)n>1, ™y, rational mit r,, — x und untersuche die Folge (a")p>1. Es
stellt sich heraus, dass (a"™),>1 konvergiert, und dass der Grenzwert unabhéngig davon ist,
welche Folge rationaler Zahlen gewéhlt wurde (sofern sie nur gegen x konvergiert). Dies wird
(wie wir zeigen werden) die Definition rechtfertigen:

a® = lim a"™.
n—oo
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Lemma 4.13 Zu jedem x € R gibt es eine monoton wachsende Folge (rp)n>1 von rationalen

Zahlen mit lim r, = x.
n—oo

Lemma 4.14 Seia > 0,m € N und J = [—m,m]. Dann ezistiert L,, > 0 mit der Eigenschaft:

Fir alle r,s € JNQ gilt: |a" — a®| < Ly, |r — 3.

Bemerkung: Besagt Lemma 4.14, dass die Funktion x — a® auf [—m,m] einer Lipschitz-
Bedingung gentigt? Fast — aber nicht ganz. Denn bisher ist a” nur fiir rationale Zahlen definiert.
Dennoch ist Lemma 4.14 der Vorldufer fiir die Aussage: z +— a® erfillt auf [—m,m| eine
Lipschitz-Bedingung, vgl. Satz 4.16a)ii).

Nun haben wir alle Mittel zur Verfiigung, um fiir a > 0 und € R den Ausdruck a® definieren
zu konnen:

Satz 4.15 Seia > 0,z € R und (r,)n>1 eine Folge rationaler Zahlen mit lim r,, = x. Dann
- n—oo

existiert lim a’™ und ist unabhdngig von der Wahl der Folge (1y,)n>1. Definiere a® := lim a'™.
n—oo - n—oo
Satz 4.16 (Eigenschaften von a”)
. . . R — R ‘ . . . ‘
a) Seia > 0. Die Funktion v o heifit allgemeine Exponentialfunktion. Es gilt:

i) a*tY =a"-a¥, (a*)Y =a*Y, (a-b)* =a" b"

it) Die allgemeine Exponentialfunktion gehort zu Lip([—m,m]) fir alle m € N. Insbe-
sondere gilt: aus x,, — x folgt a® — a®.

i1) fir a > 1 ist a® streng monoton wachsend.

w) fiir0 < a <1 ista® streng monoton fallend.

(0,00) — R

b) Sei a € R. Die Funktion Lo heifit allgemeine Potenzfunktion.

>
Fiir a > 0 definiert man 0% := 0. Fir a > 0 ist x — z% streng monoton wachsend auf
[0,00) und fiir o < 0 streng monoton fallend auf (0,00).
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Bemerkung: Man beachte
e 20 =1 fiir z € R. Dies ist niitzlich z.B. um Polynome P(z) = Y"1 ;a;2" aufzuschreiben.

e 0% = 0 fiir @ > 0. Dies ist (wie gleich sehen werden, s.u.) eine natiirliche Fortsetzung
der Funktion x +— x® von (0, 00) auf [0,00). Fiir @ < 0 gibt es keine solche natiirliche
Fortsetzung.

Konstruktion der Logarithmus-Funktion
R — R

T — a®

Betrachte fiir @ > 1 nochmals die Funktion f : {
f ist streng monoton wachsend, f € Lip(I) fiir jedes beschréankte Intervall I. Nach Satz 3.11
(Satz iiber die Umkehrfunktion) ist f(R) ein Intervall.
Wir bestimmen nun den Bildbereich f(R): Sei a =1+ h, h > 0. Fiir n € N ist

a"=14+h)">1+n-hunda " < #
- “1+n-h
Folglich gilt lim a™ = 400, lim a™™ =0, also f(R) = (0, 0).

n—oo n—oo

In dhnlicher Art und Weise kann man zeigen, dass der Bildbereich von z¢ fiir x € (0, 00) genau
das Interval (0, c0) ist.

R — (0,00

Tz — a®

Definition 4.17 FEs seia > 1 und f : { . Die Umkehrfunktion f~1 heift

(0,00) —

1st streng monoton
T — log,x

log, = (Logarithmus von = zur Basis a). Es gilt: f~1 : {

wachsend.

Es gelten die Rechenregeln (vgl. Satz 4.16):
IOga(aj'y) = loga T + loga Y, loga(g) = loga r — loga Y, IOga(l‘y) = y'IOga xz, lOga 1=0
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Die Eulersche Zahl e: Sei x > —n, x # 0. Nach der Ungleichung zwischen geometrischem
und arithmetischem Mittel gilt:

T\ 1T n+1l+zx
N <=
n+1

Daraus folgt:

T\ " T n+1
(1+—) <(1+ ) ,
n n+1

und daraus ziehen wie einige Folgerungen:

1\n
i) ap = (1 + ﬁ) ist monoton wachsend in n

1\n
i) b, = (1 — —) ist monoton wachsend in n
n

1 1\ n+1 1\ n+1
iil) ¢, = 2 = (n + ) = (1 + —) ist monoton fallend und a,, < ¢,.
n+1 n n

Definition 4.18 (Eulersche Zahl) e := lim (1 + %)n = lim ay,.

n—od n—oo

Beachte: wegen ¢, = a,, - (1 + %) gilt auch lim ¢, = e.

n—oo

4.3 Haufungswerte von Folgen, Konvergenzkriterium von Cauchy
Definition 4.19 a € R heifft Hiufungswert einer Folge (an)n>p, falls zu jedem € > 0 fiir

unendlich viele n > p gilt:
lan, —a| < e

Beispiel:
1+ 1 hat den Haufungswert 1; L + (—1)" hat die Hiufungswerte —1, 1

Lemma 4.20 a € R ist Haufungswert von (ay) genau dann, wenn eine Teilfolge von (ay) mit
Grenzwert a existiert.
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Satz 4.21 (Bolzano-Weierstrafl)

Sei (an)n>p eine beschrinkte Folge und H die Menge der Hiufungswerte von (ay). Dann gilt:
a) H#0
b) H besitzt ein Mazimum a* = max H und ein Minimum a, = min H. Schreibweise:

a* =:limsup a, (limes superior) , a, =:liminf a,,  (limes inferior)
n—oo n—oo

c) Seie > 0. Dann gilt:
an > a* + € nur fiir endlich viele n;  a, > a* — € fiir unendlich viele n.

an < ayx — € nur fiir endlich viele n;  an < a, + € fiir unendlich viele n.

Korollar 4.22 (a,) sei beschrinkte Folge. Dann gilt: (a,) konvergiert genau dann, wenn

liminf a, = limsup a,.
n—0o0 n—00

Definition 4.23  Fine Folge (an)n>p heifst Cauchy-Folge, falls zu jedem € > 0 ein Index
N > p existiert, sodass gilt:
n,m> N = |a, — am| < €.

Satz 4.24 (a,) konvergiert genau dann, wenn (a,) Cauchy-Folge ist.

Beispiel:

n
1
Es sei a, := 1+ % + ...+ % = Z = Offenbar ist a,, monoton wachsend. Es stellt sich die
k=1
Frage, ob (ay) konvergent ist? Die Antwort ist nein, da (a,) keine Cauchy-Folge ist. Dies sieht

man wie folgt:

1 1
aop —Qap = — + ...+ > :§fﬁrallen€N.

n
2n n+1 2n
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5 Unendliche Reihen

Definition 5.1 Sei (a,)n>p eine gegebene reelle Zahlenfolge. Fir k > p heifst

k

sk:Zan:ap+ap+1+...+ak
n=p

k-te Teilsumme. Die Folge der Teilsummen (s)g>p heifit unendliche Reihe mit Gliedern ay,.
Die unendliche Reihe heifit konvergent, falls die Folge (s)i>p der Teilsummen konvergiert.

die Folge der Teilsummen sy.

/

Das Symbol Z an steht fir
n=p

N

lim sy, falls s konvergiert.
k—oo

Beispiele:

oo
i) Die geometrische Reihe Z ", x #0:
n=0

k 1_xk+1
sk:Zaz":ﬁ (falls = # 1), sp=k+1 (fallsxz=1)

n=0 N
. . 1
Fiir |z| < 1 folgt klir&sk = 1.

Fiir |z| > 1 folgt, dass s divergent ist.

o0
1
Man sagt: Die Reihe Z x"™ konvergiert fiir || < 1 und hat den Wert 1
-z
n=0

o
1
ii) Die harmonische Reihe g —:
n

n=1

o0
1

E — divergiert, denn (sg)r>1 ist keine Cauchy-Folge (vgl. letztes Beispiel Kapitel 4).
n >

n=1
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o o o
Satz 5.2 Sei (an)n>p eine Folge. Dann gilt: die Reihen Zan, Zan (q > p) und Zan+p
n=p n=q n=0
haben das gleiche Konvergenzverhalten und im Fall der Konvergenz gilt die Beziehung:

[e.e] oo o0
g a”ﬂ”:E an:ap+...+aq,1—|—§ Q.
n=0 n=p n=q

[e.e]
Folgerung: Es geniigt, im Folgenden Reihen der Form Z an zu betrachten.

n=0

oo oo
Satz 5.3 Die Reihen Zan, an seien konvergent und es sei A\, u € R. Dann gilt:

n=0 n=0

a) Z(/\an + pby) konvergiert und Z(Aan + pby) = X - Z Qn + - Z by,
n=0 n=0 n=0 n=0

b) Gilt zusdtzlich a,, < by, fir alle n € Ny so folgt Z an < Z by,

n=0 n=0

(o)
Satz 5.4 Die Reihe Z an, sei konvergent. Dann ist (ap)n>0 eine Nullfolge und ebenso (1y,)n>0,

n=0
o0
wobei ry, = Z a; die Folge der Reihenreste ist.
1=n+1

5.1 Reihen mit positiven Gliedern

k
Sei (an)n>0 eine Folge mit a, > 0 fiir alle n € Ny. Sei s;, = Z an. Dann gilt:
n=0
o0
Z a, konvergiert & (sk)k>0 ist beschrankt

n=0
%)

Z a, divergiert gegen oo < (si)k>0 ist unbeschrankt

n=0
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Satz 5.5 (Majoranten-/ Minorantenkriterium)

oo o
a) Sei Z ¢n konvergent und 0 < a,, < ¢, fir alle n € Ng. Dann ist Z an konvergent.

n=0 n=0

oo oo
b) Sei Z d,, divergent und 0 < d,, < a,, fir alle n € Ng. Dann ist Z an divergent.

Beispiele
o0

L 1 11 N
1) 7;) o ist divergent, denn ) > 5 mrl und 7;) 1 divergiert.

o

1 1 1 1 1
2) Z 2 konvergiert. Denn fir n > 2 gilt 2 < =) =1 Auferdem ist

n=1

<1 1 N T 1
Z ( - —) = 1 (also insbesondere konvergent), da s = Z ( - —) =1--
L\ — 1 n L\ — 1 n

5.2 Alternierende Reihen

oo
Definition 5.6 Eine Reihe Zan heifit alternierend, falls stets (—1)" - a,, > 0 oder < 0 ist

n=0

fiir alle n € Ny.

Satz 5.7 (Leibnizkriterium)

o0

Die Reihe Zan sei alternierend und (|ap|)n>0 sei eine streng monoton fallende Nullfolge.

n=0

oo
Dann konvergiert Z Q-

n=0
Beispiele
oo oo oo
1" 1" —1)"
yEX v foga>n, > konvergicren
n=1 n=2 n=1
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5.3 Konvergenzkriterien

Satz 5.8 (Cauchykriterium fiir Reihen)

[%S) k
Zan konvergiert < ¥ € > 0 3 N € N, sodass gilt: aus k > 1> N folgt ) Z an
n=0 n=I[+1

< €.

Definition 5.9 (absolute Konvergenz)

(0] oo
Z an, heifit absolut konvergent, falls Z lan| konvergiert.
n=0 n=0

Beispiele

o (=)
E 5— ist absolut konvergent.
n
1

3
Il

—1)n
n

[M]8

ist nicht absolut konvergent, aber konvergent.

n=1

o (o]
Satz 5.10 Fulls die Reihe Z an absolut konvergeirt, so konvergiert Z an und es gilt:

00 o
>_an| <D lanl
n=0 n=0

Satz 5.11 (Wurzelkriterium) Sei (a,)n>0 eine Folge. Dann gilt:

[e.e]
a) Falls g € (0,1) und N € N ezistieren mit y/|ayn| < q fiir allen > N, so ist Zan absolut

n=0
konvergent.

o
b) Falls {/|an| > 1 fiir unendlich viele n, so ist Z ap divergent.

n=0
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Satz 5.12 (Quotientenkriterium) Sei (a,)n>0 eine Folge. Dann gilt:

a) Falls ¢ € (0,1) und N € N existieren mit den Figenschaften a, # 0 und Gnt1

<gq fir

n

oo
alle n > N ist, so ist Z an absolut konvergent.

n=0

an+1
Gn

b) Falls N € N ezistiert mit den Figenschaften a, # 0 und > 1 fiir allen > N, so

o
1st Z an divergent.
n=0

Korollar 5.13 Sei (ap)n>0 eine Folge. Dann gilt:

o0
a) limsup {/]a,| < 1= Z an absolut konvergent.

n—00
n=0

o0
b) limsup V/|ap| > 1= Z ap divergent.
n—oo n=0

o
<l= Z an absolut konvergent.

n=0

¢) lim Sup‘

n—od

an+1
Gnp,

d) liminf nt1

n—oo n

o
>1= Z an divergent.
n=0

Beispiele
(o ¢]

a) Fir pe Rund z € (—1,1) ist Z n? - 2" absolut konvergent. Wir verwenden das Wur-
=1

n
zelkriterium: {/nP|z|n = /nl|z| "= 1P|z) < 1

[o.9]

1
b) E - konvergiert. Wir verwenden das Quotientenkriterium:
= n!
1 ! | PN
Int1 < — fiir n > 1 denn Il _ i = "0
an 2 an n+1)! n+1
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oo n

x
c) Z —~ konvergiert absolut fiir alle x € R, denn mit dem Quotienkriterium gilt
n

n=1
n+1 |
Wit Lo N da |Gt = T ] e,
an 2 an lz|* - (n+ 1) n+1
= 1
d) Betrachte fiir & € R die Reihe Z —
na
n=1
a = 1: divergent
a < 1: divergent, denn n% > %
«a = 2: konvergent
a > 2 konvergent, denn n% < n—12
Was passiert fiir 1 < a < 27
Satz 5.14 (Verdichtungssatz von Cauchy)
Die Folge (a,,) sei monoton fallend und a, > 0 fir alle n € N. Dann gilt:
o0 oo
Z an konvergent < Z 2" - agn  konvergent
n=1 n=0
N———
verdichtete Reihe
Beispiel
= 1 1 1
Betrachte die Reihe Z o mit a > 1. Es ist a,, = o und agn = S sowie
n=1

2" . qon = 2(1704)-71 — qn

mit ¢ =217 <1, da o > 1.

o0 (o]
1
D.h. die "verdichtete Reihe" Z 2" - agn = Z " = ist eine geometrische Reihe, die we-
n=0 1- q

n=0

o0
1
gen 0 < g < 1 konvergiert. Satz 5.14 besagt, dass dann auch g — konvergiert fiir 1 < o < oo.
n

n=1
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Definition 5.15 (Umordnung von Reihen)

Sei (an)prq eine Folge und ® : Ng — Ny bijektiv. Dann heifit die Reihe Z ag(n) eine Umord-
n=0

oo
nung der Reihe Z Q.

n=0
Satz 5.16 (1. Umordnungssatz)

oo
Falls Zan absolut konvergiert, so konvergiert jede Umordnung gegen den selben Wert.

n=0

Lemma 5.17 (ay)n>0 sei Folge und a} = max{an,,0},a, = max{—ay,,0}. Dann gilt:

[e.9] [e.9] [e.9]
Z an, 15t absolut konvergent < Z al, Z a,, sind konvergent
n=0 n=0 n=0

Satz 5.18 (2. Umordnungssatz)
[e.e]
Sei Z an konvergent, aber nicht absolut konvergent. Zu jedem c € R existiert eine Umordnung

n=0

oo
mit Z ag(n) = C.
n=0

5.4 Doppelreihen

Definition 5.19
NO X NO — R

(i, 7) — ay heifit Doppelfolge.

a) Eine Abbildung a : {

b) Sei ® : Ng — Ng x Ny eine Bijektion und (a;;)i j>0 eine Doppelfolge. Die Reihe Z ag(n)

n=0
oo

heifst Realisierung der Doppelreihe Z @ij-
i,j=0
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oo o
Falls Z ag(n) absolut konvergiert, so ist der Wert S = Z ag(n) unabhdngig von ®. In diesem
_ n=0

Fall heifit die Doppelreihe Z a;; absolut konvergent und hat den Wert S.
i,j=0

m
Satz 5.20 Sei (aij)i j>0 eine Doppelfolge. Falls K > 0 existiert mit Z la;j| < K fiir alle
i,j=0

[ee)
m €N, so ist Z a;j absolut konvergent und es gilt:

i,j=0
00 [e%S) [e'S) 00 00 ) k
3 =3 (X)X () =3 (Lowac)
i,j=0 i=0  j=0 j=0 =0 k=0 =0
5.5 Multiplikation von Reihen
Satz 5.21 Fulls Z A, Z by, absolut konvergieren, so konvergiert die Doppelreithe Z (a; - b))
n=0 n=0 1,7=0
absolut und es gilt:
> (o) = (L) (X t)
i,j=0 = =

Man kann die Produktreihe auch wie folgt berechnen:

> o) = (o)

i,5=0

Diese Art der Summation heifst Cauchy-Produkt.
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Beispiel:

e}

(S-S5 w5

-~ (n . n!
4 = Foynh = Lk n—k
a(z+vy) k;Zo(k)m Yy k:!(n—k:)!x y

Spéter werden wir sehen, dass gilt E — = e”. D.h. wir haben soeben e?-e¥ = e* 1Y verifiziert.
n
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6 Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Ziel: In diesem Abschnitt sei f : D C R — R stets eine Funktion sowie £ ein fester Punkt
(allgemeiner: ein Haufungspunkt) des Definitionsbereichs von f. Es wird nun der Begriff des
Grenzwertes liné f(z) erklart sowie der Begriff der Stetigkeit von f im Punkt &.

r—

Definition 6.1

a) £ € R heifst Haufungspunkt von D, wenn in jedem Intervall (§ —e,§+€), € > 0 unendlich
viele Punkte von D liegen.

b) & € D heifit isolierter Punkt von D, wenn & kein Haufungspunkt von D ist. In diesem
Fall existiert ein § > 0, sodass gilt (€ — 0,6 + )N D = {¢}.

Beispiel: Sei D = (—1,1) U{2}. Dann ist 2 ein isolierter Punkt und die Menge des Haufungs-
punkte von D ist [—1,1].

Definition 6.2 Sei f : D — R eine Funktion und £ € R Haufungspunkt von D. Man sagt: f
strebt gegen a € R fiir x — &, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit der Figenschaft:

[z =&l <0, € D\{&} = |f(z) —a| <e

In Symbolen: hnéf(:c) = a oder f(x) — a fir x — £. a heifft Grenzwert der Funktion f am

Punkt €.

Definition 6.3 Sei f : D — R eine Funktion und £ € D. f heifit stetig an der Stelle &, falls
zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit der Eigenschaft:

[z =& <d, weD=[f(z) - fE)| <e

Bemerkungen:

a) Sei £ € D Haufungspunkt. f ist stetig an der Stelle £ < limsf(x) = f(&)

b) Sei £ € D isolierter Punkt. Dann ist f automatisch stetig im Punkt &.
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Satz 6.4 Sei f: D — R stetig an der Stelle £ € D. Falls f(£) > 0 ist, dann existieren 6,1 > 0
mit f(x) >n >0 fir allex € (£ -6, +0)ND.

Definition 6.5 f: D — R heifst stetig auf D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist. Man
schreibt f € C(D).

Satz 6.6 Lip(D) C C(D). D.h. jede Funktion, die auf D einer Lipschitz-Bedingung genigt,
ist stetig auf D. Sprechweise: f ist Lipschitz-stetig.

Beispiele:

$2 xr
i ={5 07,

lin%ac2 = 4. f ist stetig in allen Punkten z # 2 und unstetig bei z = 2.
Tr—

. Dann ist lim2f(x) = 4, denn 22 € Lip([1,3]) und lir%f(x) =
r— r—

1

g‘ , TF 8 . Dann ist f stetig auf R; insbesondere bei z = 0.
) r =

o s-{

Definition 6.7 (Einseitiger Limes, einseitige Stetigkeit)
a) f:(§&+ a) = R hat in € einen rechtsseitigen Grenzwert a € R, falls zu jedem € > 0
ein & > 0 existiert mit der Eigenschaft:

E<x<&+0=|f(z)—al <e

Symbol: a = f(£+) = mlirgf(x)

Analog definiert man den linksseitigen Grenzwert: a = f({—) = lir? f(z)

b) [+ a) = R heifit rechtsseitig stetig in &, falls f(§) = f(E+).
c) f:(&—a,& — R heifit linksseitig stetig in &, falls f(&) = f(£—).
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Satz 6.8 (Folgenkriterium) Sei f : D — R eine Funktion.
a) & sei Hiufungspunkt von D. Dann gilt:
i;néf(x) = a genau dann, wenn fir jede Folge (xy) aus D\ {{} mit nlLrgoxn = & gilt
lim f(x,) = a.
n—oo

b) f ist stetig in & € D genau dann, wenn fir jede Folge (x,,) aus D mit lim x, = & € D
n—oo
gilt im f(2,) = f(£).

Lemma 6.9 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Seien f,g,h : D — R Funktionen und es existieren A = hnéf(a;) und B = linég(@, Dann gilt:
a) lin%)\-f(a:) =XNAfirxeR
T—

b) lim (f(2) +g(x)) = A+ B, lim(f(2)-g(x)) = 4-B

e flx) A
¢) Falls B # 0, dann gilt lim —— = —.
4 s " lege) T B
d) Ist f(x) < g(x) fir alle x € D, so folgt A < B.

e) Ist f(x) < h(z) < g(x) fir alle x € D und ist A= B, so folgt lin%h(x) = A.

Beispiele:

a) Es sei n € N. Dann gilt linﬁxn_l =n,denn 2" —1=(x—1)-(1+x+...+2" 1) und
r—

r—1

lim 2™ =1 fiir alle m € N (vgl. Regel b) in Lemma 6.9).

Tr—

b) Sei @ > 0. Dann gilt limlxo‘ = 1. Wahle dazu n € N mit 0 < o < n. Dann gilt fiir
Tr—

z>1: 1<a®<a”
O<z<l: 2"<z¥<1

Mit Regel e) aus Lemma 6.9 folgt lim1 = 1.
xr—

Fiir @ < 0 folgt lim z® = 1 mit ¢) aus Lemma 6.9.
€Tr—
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Satz 6.10 (Konvergenzkriterium von Cauchy) Sei f : D — R eine Funktion und £ sei
Hdufungspunkt von D. Dann gilt: hrréf(x) existiert genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein § > 0
T—

existiert mit der Figenschaft:

aus x,y € D\{&} und & — &l |y — & < & folgt [f(x) — f(y)| <e.

Lemma 6.11 Sei f,g: D — R stetig in & € D. Dann gilt fir A € R, dass \- f, f+g9g, f-g
stetig in & sind. Falls g(§) # 0, dann ist auch g stetig in €.

Satz 6.12 Sei f : D — R eine Funktion und £ € R Hdufungspunkt von D. Genau dann ist
lin%f(x) = a, wenn fir alle Folgen (xy), (yn) aus D mit x, < & bzw. £ < y, fir allen € N
xr—

und lim z, = lim y, = & gilt: lim f(z,) = lim f(y,) = a.
n—00 n—00 n—00 n—00

Folgerung:
Genau dann ist f: D — R ist stetig in £ € D, wenn fiir alle Folgen (z,,), (y,) in D mit z, < ¢
bzw. £ <y, fiir alle n € Nund lim z,, = lim y,, = £ gilt: lim f(z,) = lim f(y,) = f(§).

Mit anderen Worten: f stetig in £ < 1i1? f(z) = lir? flx) = f(§).
r—E— r—E+

Satz 6.13 (Komposition stetiger Funktionen) Seien f: D — R, g: D — R Funktionen
mit f(D) C D und h: D — R sei definiert durch h = go f. Ist f stetig in § € D und g stetig
in f(&) € D, dann ist h stetig in &.

Beispiele:

a) Seien f,g: D — R stetig in £ € D. Dann sind f*, f~, |f], max{f, g}, min{f, g} stetig
inéeD.

b) Seien a € R, £ > 0. Wir zeigen: linéa:o‘ =¢£“. Sei f(x) = %,g(y) = (£ y)* =Y. Dann

ist g stetig bei y = 1 (vgl. Beispiel b) vor Satz 6.10) und f stetig bei z = £. Also gilt
hrréf(x) =1, lirrig(y) = g(1) = &“. Folglich gilt lirréxa = hnég(f(:v)) = £ mit Satz 6.13.
xr— y— xr— xT—

Die allgemeine Potenzfunktion ist demzufolge stetig auf (0, c0).
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Satz 6.14 (stetige Funktionen auf kompakten Intervallen) Sei I C R ein kompaktes
Intervall, d.h. I = [a,b] fir a < b,a,b € R. Falls f: I — R stetig ist, dann gilt:

a) f ist beschrinkt

b) f nimmt Minimum und Maximum an, d.h. es existieren x,,x* € I mit

f(2.) < f(2) < f(@*) fiir alle z € 1.
Satz 6.16 (Nullstellensatz)
Sei f: I = [a,b] — R stetig und f(a) > 0, f(b) < 0 (oder umgekehrt). Dann hat f in [a,b]

eine erste Nullstelle ¢ und eine letzte Nullstelle co mit a < ¢1 < cg < b.

Korollar 6.17 (Zwischenwertsatz)

Ist f: 1 =1[a,b] — R stetig, so nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.
Korollar 6.18 Sei I C R ein beliebiges Intervall und f € C(I). Dann ist f(I) ein Intervall.

Satz 6.19 (Satz iiber Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Sei I beliebiges Intervall und f : I — R sei stetig und streng monoton wachsend (fallend)
sowie I* := f(I). Dann ist f~1: I* — I stetig und streng monoton wachsend (fallend).

Bemerkung: Eine schwichere Form des Satzes iiber die Stetigkeit der Umkehrfunktion war
Satz 3.11, denn dort wurde Lipschitzstetigkeit anstelle von Stetigkeit vorausgesetzt.

Definition 6.20 (Gleichméfige Stetigkeit) FEine Funktion f : D — R heifit gleichmdfig
stetig auf D C R, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert mit der Figenschaft:

Vo,y € D mit |x —y| < folgt |f(z) — f(y)| <e

Beachte: In der Definition der gleichméfigen Stetigkeit muss § > 0 so gewéhlt werden, dass
die Bedingung |f(z) — f(y)| < € fiir alle z,y € D mit |z — y| < 0 erfillt ist.
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Beispiele:

a) f(z) = \/x, D = [0,00) ist gleichméafig stetig. Dazu stellen wir zuerst fest, dass fiir
z,y > 0 gilt
[z -yl <z +y+2V-y,
also \/|z —y| < Vo + /Y.

Daraus folgt die Ungleichung

|z —yl |z —yl
Vz -yl = < =]z —y| <e,
v Vz + Yl |z — y|
falls |z —y| < 6 := € und = # y und entweder z # 0 oder y # 0 ist (in diesen
Ausnahmefillen ist die Abschitzung allerdings auch richtig).

b) f(z) = %, D = (0,1] ist nicht gleichméfig stetig. Seien dazu z,y >n >0

1_1‘: |z —y| < va—zyl <e
r oy -y n
falls [z —y| < d :=n% e

Bei dieser Wahl ergibt sich folgendes Problem: die Wahl von § héngt davon ab, dass

x,y > n > 0 sind. Es ist unmoglich 0 unabhéngig von z,y € (0, 1] zu wihlen, denn

z:=1 y:= neNergeben, dass [z —y| = 5 beliebig klein, aber |f(z) — f(y)| =n

beliebig grofs wird.
c) Sei f € Lip(D). Dann ist f gleichmifbig stetig auf D. Wihle § = £, L Lipschitzkonstante.

Satz 6.21 Sei f : I = [a,b] — R auf dem kompakten Intervall I = [a,b] stetig. Dann ist f
gleichmapig stetig auf I.

Definition 6.22 (Grenzwerte fiir + — +o0) Sei f: (a,00) — R eine Funktion. Man sagt,
f strebt gegen a € R fiir x — oo, falls zu jedem € > 0 ein ¢ > « existiert mit der Eigenschaft:

r>c=|f(x)—al<e
In Symbolen: lim f(z) =a, f(x)— a firz — oo

In analoger Manier definiert man lim f(x) =a, falls f: (—o00,a) — R.
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Bemerkungen:

Es gelten folgende Beziehungen:

. _ : l — ] — 1 l =
@) lim f(z) =a e im f(z)=a  lm flx)=as linf(z)=a

b) lim f(x) = a < fiir jede Folge (z,) mit z, "= oo gilt f(x,) "=
Beispiel:

22 — 1 ) 2 —

1 2—t2
im ——— = lim 22 _ —

=1 —
1201 + 3t + 22

Definition 6.23 (Uneigentliche Grenzwerte)
a) Sei f: D — R eine Funktion und § Hdufungspunkt von D. Man sagt: limgf(x) = 00
€Tr—

(bzw. —o0), falls zu jedem K > 0 ein 6 > 0 existiert mit der Eigenschaft:

|l —¢] <6, € D\ {&} = f(x) > K (bzw. f(x) < —K).

b) Sei f: (a,00) — R eine Funktion. Man sagt lim f(z) = oo, falls zu jedem K > 0 ein

¢ > « existiert mit der Figenschaft:

x>c= f(x) > K.

Analog definiert man lim f(z) = —oco, lim f(z) = oo (bzw. —oc)

Beispiele:

a) Es gilt lim 2% = oo, falls @ > 0. Denn aus z > ¢ := K& folgt ™ > K.
r—0Q0

1
b) Es gilt lim = —00. Denn mit § := e folgt aus 1 < x < 1+ 9 die Beziehung

] z—1+1 —x
< —-K.
1—x
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7 Potenzreihen

Definition 7.1

o

Set (an)n>0 eine Folge reeller Zahlen. Dann heifst die Reihe Zanx” Potenzreihe (in der
n=0

Variablen x ).

Bemerkungen

a) Wie bei Polynomen definiert man z° := 1 fiir alle x € R.

b) Gelegentlich werden Potenzreihen auch in der Form Z an(x — &)™ betrachtet (dabei ist

n=0

dann £ € R fest).

7.1 Punktweise/gleichmaRige Konvergenz

Definition 7.2 Sei D C R, (fn)n>1 eine Folge von Funktionen f, : D — R sowie f : D — R
eine Funktion.

a) (fn)n>1 konvergiert punktweise gegen f, falls fir alle x € R gilt: f(x) = lim fy(z).

D.h. zu jedem x € D und zu jedem e > 0 gibt es einen Index N = N(e,z) € N mit
[fu(z) = f(z)| <eVn=N.

b) (fu)n>1 konvergiert gleichmdiflig gegen f, falls gilt: zu jedem € > 0 gibt es einen Index
N = N(e) € N mit |fp(x) — f(z)| < € fir allen > N und alle x € D.

Bemerkung: aus gleichméfiiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz

Beispiele

a) D = [a,b], fo(z) = %xz. Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert gleichméfig auf D
gegen die Nullfunktion f = 0, denn fiir alle = € [a, b] gilt:

1 1
|fn(z)] < ﬁmax{a2,b2} < e, falls n > =~ max{a?, b*}
€
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b) D =10,1], fu(z) = z". Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise.
Fir x =1 gilt lim f,(z) = 1.
n—oo
Fir x € [0,1) gilt lim f,(z) =0.
n—oo

1, fallsz =1,

Definiere f(x) := { 0, fallsO0<z<1.

(fn)nen konvergiert punktweise auf [0, 1] gegen f, aber (f,)nen konvergiert nicht gleich-
mékig auf [0, 1] gegen f.

Satz 7.3 (Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz)

Die Folge (fn)n>1 von Funktionen konvergiert genau dann gleichmdfig auf D, falls zu jedem
€ >0 ein Index N = N(e) € N existiert, sodass gilt:

|fr(x) — fm(x)| < € fir alle n,m > N und alle v € D.

Satz 7.4 Die Folge (fn)n>1 konvergiere gleichmdfig auf D gegen die Funktion f. Falls jede
Funktion f, an der Stelle £ € D stetig ist, so ist auch die Funktion f stetig an der Stelle &.

7.2 Anwendung auf Funktionenreihen

[ee)

Definition 7.5 Sei (fn)n>0 eine Folge von Funktionen auf D. Die Reihe Z fn heifit gleich-
n=0

mapig konvergent auf D, falls die Funktionenfolge (si)r>0 der Teilsummen, definiert durch

k
sk(x) = Z fn(x), gleichmdfig auf D konvergiert.
n=0

Satz 7.6 (Weierstrafi’sches Majorantenkriterium)

Sei (fn)n>0 eine Folge von Funktionen auf D und (an)n>0 eine Folge reeller Zahlen mit

o
|fu(x)| < ayn fir alle x € D und alle n € Ny. Falls Zan konvergiert, dann konvergiert
n=0

Z fn gleichmdfig auf D.

n=0
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Satz 7.7 (Konvergenzsatz fiir Potenzreihen)

o
Gegeben sei die Potenzreihe Z anz™. Sei L := limsup {/]an| (L = oo zugelassen) und r := 1

n—oo

n=0
(wobei r =0 falls L = oo und r = oo falls L =0). Dann gilt:

a) Die Reihe konvergiert absolut auf D = {x € R : |z| < r} und Z anx™ ist stetig auf D.

n=0
b) Die Reihe divergiert fir x € R, |x| > r.
c) Sei 0 < s <r. Dann konvergiert die Reihe gleichmdfig auf Ds = {z € R : |z| < s}.

d) Falls a, # 0Vn € N und falls lim [2n| existiert (Wert oo erlaubt), so gilt: r = lim 2|

n—00 |an 1| =00 |t 1]

Die Zahl r heifst Konvergenzradius der Potenzreihe.

7.3 Die Exponentialreihe

[e.9]
Fiir alle € R definiere exp(z) := Z x—'
n!

n=0

Die Poteznreihe konvergiert fiir alle x € R gleichméfig auf beschrénkten Intervallen, insbeson-
dere ist exp(x) stetig auf R.

0o 1
n=0 n!"-

Proposition 7.8 FEs gilt exp(z) = €% fir alle z € R mit é := exp(1) = )

Satz 7.9 Fir alles x € R gilt lim (1 + E)" = ¢&". Insbesondere gilt € = e =Eulersche Zahl.

n— oo n

Korollar 7.10 Fiir alle o > 0 gilt:

e’ Inz
lim — = oo, lim — =0,
x—>OO,Ia r—0o0 I
im x% " = imz%Ilnx =
1 “e % =0, 1 1 0
T—00 xr—
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7.4 Sinus, Cosinus

Definition 7.11

o 2n+1 3 5 7
xr X Xz A
ngi=% (1) =T T T
i ;( TR e T i
oo 2n 2 4 6
— R L T T
COS T 1= T;)( 1) @i~ 1 o1 + TR +...

Satz 7.12 sinx,cosx sind stetig auf R, beide haben Konvergenzradius r = oo.

Lemma 7.13 (Eigenschaften von sin z, cos x)
a) sin0 =0, cos0 =1
b) sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cosz
c¢) Additionstheoreme:
sin(x + y) = sinx cosy + siny cos
cos(x + y) = cosx cosy — sinzsiny

d) cos?z +sin’z =1
Lemma 7.14 cosz besitzt eine erste positive Nullstelle im Intervall (1,3).
Definition 7.15 3 bezeichnet die erste positive Nullstelle von cosx.

Korollar 7.16
a) sing =1, sinT =0, sin2w = 0, cosm = —1, cos2m =1
b) sin(x 4 27) = sinx, cos(z + 2w) = cosx
¢) sin(x 4+ 7) = —sinz, cos(z +7) = —cosx

d) sin(z + §) = cosz, cos(z + §) = —sinx = —cos(—z + §)

Korollar 7.17 Auf [0, 5] ist cos x streng monoton fallend, sinx streng monoton steigend.
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» -1 -1
Korollar 7.18 lim ST 1, hm% =5
z—0 T z—0 Z 2

Definition 7.19 (Tangens, Cotangens)

sin x cos
fir x # 2k +1)5, cotx:= —
Ccos T sin

tanx :=

ifiir:c;ékﬂ', (ke N)

7.5 Arcusfunktionen

sinz: [-75,5] —[-1,1] streng wachsend und stetig,

COSX : [0,7] — [-1,1] streng fallend und stetig
Umkehrfunktionen

arcsinz : [-1,1] — [-F, 5]

arccosx : [—1,1] — [0, 7]

tanxz: (—3,5) — R streng wachsend und stetig,
cotx : (0,m) — R streng fallend und stetig

arctanz: R — (—
arccotz: R — (0,

7.6 Hyperbelfunktionen

Fiir alle x € R sind die folgenden drei Funktionen erklart:

P 0 x2n+1
sinhx = — = ngo @nt 1) (Sinus Hyperbolicus)
T —x e 2n
coshzx := % = Z (;n)‘ (Cosinus Hyperbolicus)
n=0
sinh x 2 cosh z . B
tanh z := woshz LT @t cothx := Lo (definiert fir z € R\ {0})
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7.7 Areafunktionen
Aufgrund ihrer Monotonie besitzen die Hyperbelfunktionen folgende Umkehrfunktionen:

Funktion ‘Umkehrfunktion

sinh Arsinh z (Areasinushyperbolicus)
coshz[jg) | Arcoshz
tanh z Artanhz
cothx Arcoth x
Lemma 7.20

a) Arsinhz = In(z + V22 + 1) fir alle z € R

b) Arcoshz = In(z + va? — 1), falls x > 1

¢) Artanhz = §1In(132), falls |z < 1

3 In(£5),
d) Arcothz = 1 In(ZH), falls |z > 1
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8 Komplexe Zahlen

Definition 8.1
Auf R? = {(a,b) : a,b € R} wird eine Addition und eine Multiplikation wie folgt definiert:
(a,b) + (¢,d) = (a+ec,b+d)
(a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad+ bc)

C:= (R?,+,) ist ein Korper (Kérper der komplexen Zahlen,).
R = {(a,0) : a € R} wird als Unterkérper von C aufgefasst, denn es gilt
(a,O)—f—(c,O): ((I+C,O), (CL?O)'(QO) = (CL'C,O).
Konvention: (a,0) = a. Definiere v := (0,1).
Set z = (a,b) € C. Wegen (a,b) = (a,0)+ (0,1) - (b,0) schreibt man
z = (a,b) = a +b.

a = Rez heifit Realteil von z, b = Im z heifit Imagindrteil von z

zZ = (a,b) := a — b heifft die zu z komplex konjugierte Zahl.
2| := Va2 + b2 heifit Betrag der komplexen Zahl z.

Lemma 8.2 (Recheneregeln fiir komplexe Zahlen)
1) 1-2=(0,1)-(0,1) = -1
2) (a+1b) - (c+1d) = ac — bd + 1(ad + be)
3) |zl = Vaz

1
4) z=a+1b; —
z

5) Re(z) = ——;Im(z) =

6) z+w =7+ w;

IS

S

Il

|

&l
N
IS
—

Il
Q| =

7) 12+ wl < z] + |w]
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8) |z - w| = [2] - [w]
9) |Rez|,|Imz| <|z| < |Rez|+ |Imz|

Definition 8.3

n
Ein komplexes Polynom ist eine Abbildung P : C — C der Form P(z) = Zajzj mit Koeffi-
§=0
zienten oj € C, 5 =0,...,n. Man nennt n den Grad von P, falls oy, # 0.

Satz 8.4 (Fundamentalsatz der Algebra; ohne Beweis) Ein komplezes Polynom vom Grad
n > 1 besitzt genau n komplexe Nullstellen.

8.1 Folgen

Definition 8.5 (Konvergente Folgen) Ein Folge (ay)n>1 komplezer Zahlen konvergiert ge-
gen o € C falls gilt

lim |a, —a| =0.
n—oo

In Symbolen: lim o, = .
n—oo

Lemma 8.6 Es gelte lim ap, = o, lim 8, = 6. Dann folgt:
n—oo n—oo
Gn _ &

(a) nlir&(an+ﬁn) =a+pj, nh_)r{.lo(anﬁn) =a-f, nh—{{oloﬂ = /8; fallsﬁ;éo,

(b) lim |a, | =]|al, lim (A a,) = A-a fir A e C.

Lemma 8.7 Sei (ay)n>1 eine Folge komplexer Zahlen und a, = Reay,b, = Imay,. Dann
gilt:

lim o, =a=a+ib <= lim a, =a, lim b, =0.
n—oo n—oo n—oo

Beweis: |a,, — a, |b, — b|] < |a,, — a| < |ay, — al + by, — b|.m

Definition 8.8 (Beschrinkte Folgen) Eine Folge (ou,)n>1 komplexer Zahlen heifit beschrinkt,
falls K > 0 existiert mit
la| < K fir alle n € N.
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Definition 8.9 (Haufungswert) a € C heifst Hiufungswert der Folge (omy)n>1 komplezer
Zahlen, falls zu jedem e > 0 fiir unendlich viele n € N gilt:

lan —a| < e

Satz 8.10 (Bolzano-Weierstraft) Sei (an)n>1 eine beschrinkte Folge komplexer Zahlen.
Dann besitzt (ap)n>1 einen Hdiufungswert.

Definition 8.11 (Cauchy-Folge) Fine Folge (an)n>1 komplexer Zahlen heifit Cauchy-Folge,
falls zu jedem € > 0 ein Index N € N existiert, sodass gilt:

n,m>N=|a, —an,| < e

Satz 8.12 Sei (an)n>1 eine Folge komplexer Zahlen. Dann gilt: (an)n>1 konvergiert <=
(an)n>1 Cauchy-Folge ist.

8.2 Reihen

Definition 8.13 (Unendliche Reihen) Sei (a,)n>0 eine Folge komplexer Zahlen. Fir k >

0 heifst
k

sk:Zan:ao+a1+...+ak

n=0

k-te Teilsumme. Die Folge der Teilsummen (s;)g>0 heifst unendliche Reihe mit Gliedern a,.
Die unendliche Reihe heif§t konvergent, falls die Folge (si)k>o0 der Teilsummen konvergiert.

oo oo
Die Reihe Z an heifst absolut konvergent, falls Z |oaun| konvergiert.

oo oo oo
Satz 8.14 Zan, Zﬁn seien konvergent und es sei A\, € C. Dann ist Z(Aan + uBn)

konvergent und es gilt:

n=0 n=0 n=0
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Satz 8.15 (Wurzel- und Quotientenkriterium) Sei (ay,)n>0 eine Folge in C.

[o.¢]
a) limsup {/|a,| < 1 = Z ay, absolut konvergent.
n—oe n=0

o0
b) limsup V/ || > 1 = Z oy, divergent.
n—oo

n=0
a o0
c) an # 0 fiir grofe n und lim sup‘ LARY [P Z an absolut konvergent.
n—oo On,

n=0

d) ap # 0 fir grofle n und lim inf Ontl
n—oo an,

o
>1= Z an divergent.

n=0

Fiir absolut konvergente Reihen komplexer Zahlen gelten der Umordnungssatz 5.16 und der
Multiplikationssatz 5.21.

8.3 Funktionen

B, (¢) :={z € C:|z— (| <r} heift (offene) Kreisscheibe mit Radius » > 0 um ¢ € C.

Definition 8.16 (Haufungspunkt, isolierter Punkt) Sei D C C.

a) ¢ € C heifit Hiufungspunkt von D, wenn in jeder Kreisscheibe B¢((), € > 0, unendlich
viele Punkte von D liegen.

b) ¢ € D heifit isolierter Punkt von D, wenn ¢ kein Haufungspunkt von D ist. In diesem
Fall existiert ein § > 0, sodass gilt Bs(¢) N D = {(}.

Definition 8.17 (Grenzwert) Sei f : D — C eine Funktion und ¢ € C sei Haufungspunkt
von D. Man sagt: f strebt gegen o € C fiir z — (, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit
der Figenschaft

2—¢l <6 z€ D\{C = |f(:) —al <«

In Symbolen: lirréf(z) =« oder f(z) — «a fir z — (.
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Definition 8.18 (Stetigkeit) Sei f : D — C eine Funktion und { € D. f heifit stetig an der
Stelle ¢, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit der Eigenschaft

|2 =¢l<d, ze D= |f(2) - f(Q)| <e

Ist ( € D Haufungspunkt so gilt: f ist stetig an der Stelle ( <= lim f(z) = f({).

z—(

Satz 8.19 (Folgenkriterium) Sei f : D — C eine Funktion und { € C sei Hiufungspunkt
von D. Dann gilt

a) lirréf(z) = o <= fiir jede Folge (z,) C D\ {C} mit lim z, = ¢ gilt lim f(z,) = a.
z— n—oo n—oo
b) f stetigin ¢ € D <= fiir jede Folge (z,) C D mit lim z, = ( € D gilt lim f(z,) = f(¢).

Fiir Grenzwerte gelten die Rechenregeln (a), (b), (c) aus Lemma 6.9.
Die Komposition stetiger Funktionen ist wieder stetig; vgl. Satz 6.12.

Definition 8.20 (Punktweise, gleichméfiige Konvergenz) Sei D C C und (fn)n>1 eine
Folge von Funktionen fy, : D — C.

(a) (fn)n>1 konvergiert punktweise auf D gegen f falls fiir alle z € D gilt: lim fy(z) = f(2).
(b) (fn)n>1 konvergiert gleichmdfig auf D gegen f falls gilt: zu jedem € > 0 exisitert ein
N = N(e) € N mit der Figenschaft |fn(z) — f(2)| < € fir alle z € D und alle n > N.

Es gilt das Cauchy-Kriterium fiir gleichméfige Konvergenz, vgl. Satz 7.3.

Satz 8.21 Sei D C C. Die Folge (fn)n>1 von Funktionen f, : D — C konvergiere gleichmdjSig
auf D gegen die Funktion f. Falls jede Funktion f, an der Stelle { € D stetig ist, so ist f
stetig an der Stelle (.

Definition 8.22 Sei D C C und (fn)n>0 eine Folge von Funktionen f, : D — C. Die Reihe

an heifit gleichmdfig auf D konvergent, falls die Folge (si)k>o0 der k-ten Teilsummen,

n=0

k
definiert durch si(z) := Z fn(2), gleichmaf$ig auf D konvergiert.
n=0
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Satz 8.23 (Weierstrafisches Majorantenkriterium) Sei D C C, (f,)n>0 eine Folge von
Funktionen f, : D — (C und (an)n>0 eine Folge reeller Zahlen mit |fn( )| < ay, fir alle z € D

und alle n > 0. Falls Z an konvergiert, dann konvergiert die Reihe Z fn gleichmdfig auf D.
n=0 n=0

8.4 Potenzreihen

Definition 8.24 (Komplexe Potenzreihen) Sei(ay)n>0 eine Folge komplexer Zahlen. Dann
oo

heif$t die Reihe Z anz" Potenzreihe (in der komplexen Variablen z € C).

n=0 00

Gelegentlich werden auch Potenzreihen in der Form Z an(z—()" betrachtet. Dabei ist ¢ € C

n=0
fest.

Satz 8.25 (Konvergenzsatz) Gegeben sei die komplexe Potenzreihe Zanz".
n=0

1
Sei L = limsup V/|ay,| und r := —. Dann gilt:

n—oo L

o
(a) Die Reihe konvergiert absolut auf der Kreisscheibe B,(0) und Zanz" ist stetig auf

n=0
B,(0).

(b) Die Reihe divergiert fir z € C mit |z| > r.
(c) Fiir 0 < s <r konvergiert die Reihe gleichmdffig auf Ds = {z € C: |z] < s}.

!
(d) Falls o, # 0 fiir grofie n und falls lim || existiert (oo zugelassen), so gilt r =
2 Taa]
lim |an]

Die (reelle) Zahl r heifst Konvergenzradius der Potenzreihe.
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8.5 Komplexe Exponentialfunktion

Definition 8.26 (Komplexe Exponentialfunktion, komplexe trigonometrische Funktionen)

o Zn
z . __ -
= Z n!
n=0
> ZQn
cos z 1= Z(—l)” 2n)! absolut konvergent fir alle z € C, Konvergenzradius r = 0o
n=0 )
& 2n+1
z
sinz 1= Z(—l)”i
|
o (2n+1)! )
Lemma 8.27

a) e*e” = e*t" ¥z, w € C.
b) ¥ = cos z +1sin z, insbesondere '™ = —1.
c) Firt e R ist [e"| = 1.

[0,27) — {ze€C:|z|=1}

d) Die Abbildung { b et ist bijektiv.

Beweis: (a) wird wie im reellen Fall mit Hilfe des Cauchy-Produktes fiir Reihen bewiesen,
vgl. Kapitel 5.5.

(b) beachte 1>* = (—1)" 42"+ = 4(—1)". Damit berechnen wir

S )
w 1z
€ o Z n!
n=0
i (_1)nz2n N i (_1)nz2n+1
= —_— 7 —_—m
= (2n)! = (2n+1)!

= cosz+sinz.

(c) Sei t € R. Wegen e = cost + 1sint liegt die Aufteilung in Real- und Imaginirteil bereits

vor. Somit ist
le| = Vcos?t + sin?t = 1.
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(d) Die Abbildung t + e von [0,27) auf die komplexe Einheitssphire A ist stetig. Die
Abbildung ist auch injektiv, denn ist e¥ = €' so folgt €!*=7) =1, d.h. t — 7 = 2kx mit k € Z.
Wegen t, 7 € [0,27) ist kK = 0 und daher ¢ = 7.

Nun zeigen wir die Surjektivitat. Dazu sei zuerst ein Element z € A mit Re z,Im z > 0 gegeben.

Wir setzen
Im z

t = arctan
ez

und stellen fest ¢ € (0, 5). Weiterhin gilt

1 1
cothzm, d.h. cost= /ﬁ = Rez
mz
an 1+(Rez)

sint = tantcost = Im z.

sowie

Insgesamt erhalten wir z = e*.

Nunseiz € Amit Rez > 0,Imz < 0. Dannist Z:=12=—Imz+:1Rezso,dak ReZ,Imz > 0

?
ist und wir wie oben ein ¢ € (0,%) finden mit Z = " und somit

Schlieklich, im Fall Re z < 0,Im z > 0 setzt man % = (—1)z = ¢ und erhilt

- -
eltt3) = ety = 2.

Die Punkte 1,2, —1, —2 € A werden durch €, ¢'Z, ¢ und 3 dargestellt. Somit wurde jeder
Punkte von A in der From e mit ¢ € [0, 27) eindeutig dargestellt. m

Definition 8.28 (Polarkoordinaten)

Sei z € C\ {0}. Dann ezistiert genau ein t € [0,27) mit z = |z|e® und t = argz heisst
Argument von z.
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Lemma 8.29 (Multiplikation komplexer Zahlen)

Sei z,w € C\ {0}, z = |2]e™8% w = |w|e'™8Y. Dann gilt: zw = |z||w|e"@E=Fa8Y) " p_ bei
der Berechnung des Produktes zweier komplexer Zahlen multiplizieren sich die Lingen und die

Winkel addieren sich.

Lemma 8.30 (Additionstheoreme)
sin(z + w) = sin z cosw + cos zsinw

cos(z + w) = cos z cosw — sin z sinw
Beweis: Wegen e'* = cos z + 1sin z gilt

Ccos z = (e” + e_”) sowie sinz = 2% (e” — e_”) .

N | —

Folglich gilt
1
COS(Z =+ w) — 5 (elzezw + e—zze—zw)

1 . : . .
= 5((0052 +sin z)(cosw + 2sinw) + (cos z — 28in z)(cos w — zsmw))

= Ccoszcosw — sin z sinw.

Ahnlich zeigt man das Additionstheorem fiir den Sinus. m

Definition 8.31 (Komplexe Hyperbelfunktionen)

e? 2n+1
inhz=— =
sinn z Z 2n+1

n=0 absolut konvergent fir alle z € C, Konvergenzradius r = 00

ef4+e?
h —_— =
cosh z : 5 g )

Es gilt: sinh(2z) = ¢sin z und cosh(uz) = cos z
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9 Differentiation

9.1 Differenzenquotient, Ableitung

Definition 9.1 Sei I ein offenes Intervall und f : I — R eine Funktion. f heiffit an der Stel-
le & € I differenzierbar, falls limM existiert (gleichbedeutend: lim fE+n) = f(&)

r—E T — h—0 h
existiert). Der Wert des Limes heifst Ableitung von f an der Stelle &.
d
In Symbolen: f'(£) bzw. é(f)

Bemerkung: Der Begrifff der Ableitung hat eine geometrische Bedeutung. Die Tangenten-
steigung der Kurve z — (z, f(x)) im Punkt (&, f(£)) ist gegeben durch f(&).

Beispiele:

8) fla) = v LEF h}i —f© _ e“"h— et _ e (e; “D 0 D () = o,

b) f(x) =sinz. Es gilt f/(£) = cos¢, denn

sin(§ + h) —sing  sin€cosh + cos{sinh —sin&
h B h

h—1 inh p—
cosh =2 N +cos§sm h=0 cosé.

=siné

c) f(xz) =2a" (n € N). Es gilt f/(¢) =n&" !, denn

g 1 (Z (Z) peen— 5n)

k=0

1<~ (n nek h—0 [T\ __ n—
= (k>hk§ k h0 (1)5 L= pent,
k=1
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Definition 9.2 (Einseitige Differenzierbarkeit) Sei d > 0.

a) f:1£,€4 0] — R. Dann heifit fjr(g) — hl—i%ﬂrf(& + h}i — f(§)

f an der Stelle &, falls der Limes existiert.

rechtsseitige Ableitung von

linksseitige Ableitung von

b) f: (6~ 08.€6] — R. Dann heipt f'(€) = hh%l_f(f + h})L — f(©)

f an der Stelle &, falls der Limes existiert.

Definition 9.3 Sei I C R Intervall und f: I — R.

a) f heifst auf I differenzierbar, wenn f'(£) fir alle & € I existiert. In Randpunkten miissen
nur die einseitige Ableitungen existieren.

b) Ist f auf I differenzierbar, so heifit f': { i - Iﬁ’(m) Ableitungsfunktion von f.
c) f heifit stetig differenzierbar auf I, falls f' auf I existiert und stetig ist. In Symbolen:

fect).
Im Folgenden sei I ein beliebiges Intervall.

Satz 9.4 (Eigenschaften der Ableitung) Sei f : I — R an der Stelle £ € I differenzier-
bar. Dann gilt:

a) Es ezistiert K >0, 6 > 0 mit

lf(x) = f&)| < Kl|lx—¢&|  fir allex € I mit |z —&| <4.

b) f ist stetig an der Stelle &.
c) Ist f'(§) >0, so gibt es ein hy > 0 mit

f(&—=h) < f(&§) < f(E+h), falls O < h < ho.
d) Ist f'(€) <0, so gibt es ein hg > 0 mit

f(E—=h)> f(&) > f(&+h), falls 0 < h < hg.

Ist & Randpunkt von I, so gilt in c), d) jeweils nur eine der beiden Ungleichungen.
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Korollar 9.5 Sei § > 0 und f : (£ —0,£ +0) — R sei in & differenzierbar und besitze ein
Minimum oder Mazimum an der Stelle §&. Dann ist f'(£) = 0.

Satz 9.6 (Aquivalente Charakterisierung der Ableitung)
Sei d >0 und f: (£ —06,£+0) — R eine Funktion. Dann gilt:

f st differenzierbar in £ < 3 ¢ € R und eine Funktion n: (—0,) — R mit
fE+h)=f(&) +c-h+nh)- hund lllin%n(h) =0.

In diesem Fall gilt f'(¢) = c.

9.2 Rechenregeln fiir Ableitungen

Satz 9.7 Seien f,g: I — R an der Stelle £ € I differenzierbar. Dann sind f+g, A-f (A € R),
f g an der Stelle £ differenzierbar und es gilt:

(f+9) (&) =) +d©), X=X f(&), (f-9)(&)=F(&) 9(&)+f(&) g
Ist g(&) # 0 so ist 5 an der Stelle £ differenzierbar mit

IN o f1(E)-g(&) — f(€)-g'(§)
<§> €)= 9(£)? '

Satz 9.8 (Kettenregel) Seien I,J C R Intervalle, f : I — R,g : J — R Funktionen mit
f(I) C J und es sei die Funktion h : I — R gegeben durch h := go f. Dann gilt: ist f an
der Stelle £ € I differenzierbar und g an der Stelle n = f(&) differenzierbar, dann ist h an der
Stelle £ differenzierbar mit:

(&) = g'(£() - f'(©)

Satz 9.9 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f : I — R stetig und streng monoton und & € I. Falls ® = f~1: f(I) — I an der Stelle
n = f(&) differenzierbar ist mit ®'(n) # 0, so ist f an der Stelle £ differenzierbar und es gilt:

1

7O = 55w
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Definition 9.10
I — R

. 3 1 ) , N
f I — R sei differenzierbar und f' : { v — [z

sei die Ableitungsfunktion.

!

Falls f' an der Stelle & differenzierbar ist, so heifst Zi(g) die zweite Ableitung von f an der
x

2
Stelle €. In Symbolen: f"(&) bzw. Z—J;(g)
x
" N p(4) 4(5) ny _ d"f
Analog: f - (f ) ’ f ) f ’ etc., f = W?n Z 1
x

Ist f), n > 1, stetig, so heift f n-mal stetig differenzierbar. Schreibweise: f € c(I).
Zusatz: C°(I) = C(I) = Menge der stetigen Funktionen auf I

C>(I)= () C™(I) = Menge der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen auf I
n>1

9.3 Mittelwertsatz und Folgerungen

Satz 9.11 (Satz von Rolle)

f i [a,b] — R sei stetig und auf (a,b) differenzierbar. Falls f(a) = f(b) ist, dann ezistiert
£ € (a,b) mit /(€)= 0.

Satz 9.12 (Mittelwertsatz)
f:a,b] — R sei stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert & € (a,b) mit

1)~ f(a)

o=

Satz 9.13 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)

Seien f,g : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar mit ¢'(x) # 0 Vx € (a,b). Dann
existiert £ € (a,b) mit

f(b) = fla) _ f'(§)
—g(a) 4§
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Folgerungen aus dem Mittelwertsatz:

Sei f: I — R differenzierbar und I C R ein beliebiges Intervall.
a) f/=0in I = f konstant in [

b) [f(x)| <LVxel=|f(z)-fy) <Llz—y|Ve,yel

¢) f/>0in I = f monoton wachsend in [

d) f/<0in I = f monoton fallend in I

e) f/>0in I = f streng monoton wachsend in I

f) f/<0in I = f streng monoton fallend in I

Beispiele fiir Anwendungen:

) . . ... sinx  sinx —sin0 .
a) Fir x > 0 ist sinz > z, denn fir z > 0 gilt: = = cos& < 1 fiir ein
T

xz—0
€€ (0,z).
b) |sinx — siny| < |z — y| (mit Folgerung b), siehe oben).

sinh x — sinhy

r—y

¢) |sinhz — sinhy| > |z — y|, denn fiir z < y gilt
¢ (2,y)

=cosh{ > 1 fiir ein

Satz 9.14 (Regel von Bernoulli-L’Hospital)
Seien f,qg: (a,b) — R stetig differenzierbar und ¢'(x) # 0 Vx € (a,b).
Voraussetzung: FEs gelte

entweder:
o) lim f(z)= lim g(z)=0
oder:
b) lim+g(x) = 400 oder —oo (keine weitere Vorausetzung an f).
r—a

Dann gilt:

lim M = lim (=)
e—atg(z)  e—atg'(x)

il

falls der zweite Limes im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existiert.
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Zusatz:

a) a = —oo ist zugelassen.
b) Die Aussagen gelten auch fir 11111;1 und b = oo ist zugelassen
z—b—
Beispiele:
sinx Ccos X
a) lim = lim =1
z—0 X z—0 1
In(Inx L 2
b) lim W) _ iy win? - — lim =0
z—00 +/Inx T 002 e T—0o+/In
. cosx—1 . —sinx
¢) lim = lim =—=
z—0 22 x—0 2z 2
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10 Das Riemannsche Integral

Es sei stets f : [a,b] — R eine beschréankte Funktion.

Fiir Intervalle J = [z,y] sei |J| = y — x die Lange von J.

10.1 Ober- und Untersummen

Definition 10.1 Sei I = [a,b] und f: I — R beschrinkt.

a) Gegeben seien endlich viele Punkte xg = a < x1 < g < ... < x, = b, die I in die
Teilintervalle I, = [zr_1,xk) (k=1,...,n) zerlegen.

Z = (x0,%1,...,2n) heifit Zerlegung von I,
|Z| = nax |I| heifit Feinheitsmafl von Z.
=0,...,n

b) Seien my = i}lff, My, =supf firk=1,...,n. Dann heifst
! Ii

s(Z)=s(Z,f):= ka|fk| Untersumme
k=1

S(Z)=5(Z,f) = ZMk]Ik] Obersumme
k=1

c) Seien Z,7' Zerlegungen von 1. Z heifit Verfeinerung von Z', wenn Z jeden Teilpunkt
von Z' enthdlt. In Zeichen: Z' < Z.

Z = Z + Z' bezeichnet diejenige Zerlegung von I, die alle Teilpunkte von Z,Z' enthiilt.
Bemerkung: Beachte: aus |f(z)| < K Vx € I folgt —K(b—a) < s(Z), S(Z) < K(b— a).

Lemma 10.2 Sei f : I = [a,b] — R beschrankt mit |f(x)| < K Va € I. Sei Z' Zerlegung von
I mit p € N inneren Punkten und Z beliebige Zerlegung von I. Dann gilt:

s(2) <s(Z+Z') < s(Z) + 2pK|Z|
S(Z)>8(Z+2Z")>S(Z)—2pK|Z|
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Beweis: (fiir Untersummen) Sei p = 1, d.h. Z/ = (a,&,0) und Z = (z9,21,...,x,). Falls
=y firein k € {1,...,n — 1} ist, dann gilt Z = Z 4+ Z’ und die Behauptung stimmt. Wir
betrachten also den Fall £ € (z_1, ) fir ein k € {1,...,n}. Setze

I' = [zp_1,&] und 1" = [¢, 2]

sowie

I "o
m _l?,ff’ m —1}}/ff.

Es folgt die Abschétzung

sS(Z+ 272" —s(Z2) =m/|I'| + m"|I'| — my|Le] = |I'| (m' —my) +|I"| (m" —my) >0

>0 >0

und
s(Z + Z’) —s(2) < 2K(|I’] + |I”|) =2K|I| < 2K|Z|.

Damit ist der Satz fir p = 1 bewiesen. Nun fahren wir fort mit Induktion iiber p € N und
nehmen als Induktionsveraussetzung an, dass die Aussage fiir alle natiirlichen p < pg € N gilt
und betrachten nun die Aussage fiir pg + 1. D.h. in diesem Fall ist

Z/ = (a’él,.. . ’5p0’§p0+17b) = Z(,) +Zi’

wobei die Zerlegungen Z|), Z| wie folgt definiert sind:

Z(/] = (aaéla s 7£poab)7Z{ = (a7§p0+1ab)-

Nun gilt
s(Z) < s(Z+ Zp) nach Induktionsvoraussetzung (IV)
< s(Z+Z{+ Z;) wieder nach IV
< s(Z+ Zy) +2K\|Z + Z wg. 2. Ungleichung, IV
< s(Z2)+2pK|Z| +2K|Z + Zj| nochmals 2. Ungleichung, IV
< s(Z)+2(p+1)K|Z| da |Z + Z[| <|Z|.

Die Behauptung folgt, wenn man die Ungleichungen der ersten, zweiten und letzten Zeile liest.
[

Korollar 10.3 Seien Z, Z' beliebige Zerlegungen. Dann gilt s(Z) < S(Z').
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10.2 Definition des Riemannschen Integrals

Definition 10.4 Sei f : I = [a,b] — R beschrankt. Dann heifst

b
a) J. = J(f) =sups(Z) = ][f(x)dx unteres Riemannsches Integral
Z a

b
b) J*=J(f) = iIZlf S(Z) = ][ f(z)dz oberes Riemannsches Integral,

wobet Infimum und Supremum tber alle Zerlegungen Z von I gebildet werden.
Lemma 10.5 Es gilt J.(f) < J*(f).

Definition 10.6 Sei f : I = [a,b] — R beschrankt. f heiffit Riemann-integrierbar auf I, falls
J*(f) = J«(f). Der gemeinsame Wert heiffit Riemann-Integral von f dber I und wird mit

b
/ f(x)dx bezeichnet.

R([a,b]) = Menge der auf [a,b] Riemann-integrierbaren Funktionen.

Satz 10.7 Sei f : I = [a,b] — R beschrankt und (Z,)nen eine Folge von Zerlegungen mit
| Z| =570 (Zerlegungsnulifolge). Dann gilt:

Jo = lim s(Z,), J* = lim S(Z,)

n—oo n—oo

Beispiele:
I =a,b], Z, = (a,a+ h,a+2h,...,a+nh=0">), h= bfT“ (dquidistante Zerlegung)
a) Sei f(x) = x. Dann gilt fiir die oben gewahlte Zerlegung my, = a+(k—1)h, My = a+kh.
Fiir die Untersumme ergibt sich

(n—1)

$(Zn) =h~zn: (a+(k—1)h> = nha+h?2" " — (b~ a)a+ (b—a)* n(n—1)
k=1

2 o2

2
n—oo b2 — CL2
—
2
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und fiir die Obersumme folgt:

=h- ;a—i-kh ) = nha +n* - " — 5

b2—a2
2

b
Mit Satz 10.7 folgt das Ergebnis: / xdx =
a

b) Jetzt sei f(x) = 22 und a = 0. Wir wihlen erneut eine #quidistante Zerlegung wie im
vorherigen Beispiel. Die zugehérige Untersumme ist:

n

$(Z) =0 (k=12 =h?- Zk2_h3 n—l) (2n—1)”ﬂ°°%

k=1
und die Obersumme ist:

b
=h-y kK =h* 2 T
Z F1)En 1) 2
b bd
Erneut folgt mit Satz 10.7 das Ergebnis: / 2dr = 0
0

Satz 10.8 (Riemannsches Integrabilititskriterium)
Sie f: I =la,b] — R beschrankt. Dann gilt:
f st auf I integrierbar < Ye > 0 3 Zerlegung Z mit S(Z) — s(Z) < e.

Satz 10.9 (Klassen integrierbarer Funktionen)

Folgende Klassen von Funktionen f : I = [a,b] — R sind integrierbar

a) f ist monoton

b) f ist auf [a,b] beschrinkt und mit Ausnahme hochstens endlich vieler Punkte stetig.

Beweis: (a) Sei f monoton wachsend (fiir monoton fallende Funktionen ist der Beweis analog).
Also gilt f(a) < f(x) < f(b) fir alle x € [a,b]. Ist Z = (zo,21,...,xy,) eine Zerlegung des
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Intervalls [a, b], so gilt

n

S(Z)=s(2) = Y (Mg —my)|Li|
k=1

I
NE

(f(xr) = f(zp—1) k|

i

1

< 121D (f(an) = flar-r))

k=1
= |Z|(f(b) - f(a))
< €
falls |Z| < OEO] (der Fall f(b) = f(a) fithrt sofort zu S(Z) = s(Z)). Die Behauptung folgt

mit dem Riemannschen Integrabilitatskriterium.
(b1) Sei f stetig auf [a, b]. Insbesondere ist dann f gleichmékig stetig auf [a,b]. Zu € > 0 gibt
es also ein & > 0 mit der Eigenschaft
|f(z) — f(y)| < e fiir alle ,y € [a,b] mit |x —y| < 0.
Falls Z = (zo, 1, ..., xy) eine Zerlegung von [a, b] ist mit |Z| < 4, so folgt

My —my = (&) — f(m) <e,
da &k, ni € Iy liegen und |I;| < |Z| < ¢ ist. Folglich gilt

n n

S(Z) = s(2) =D (My —mp)|Ie| < €D | = e(b - a).

k=1 k=1
Die Behauptung folgt erneut aus dem Riemannschen Integrabilitatskriterium.

(b2) Nun sei |f| < K in [a,b] und a < u; < ug < ... < up < b seien die Unstetigkeitsstellen
von f. Sei € > 0. Wahle abgeschlossene Teilintervalle I, ..., I, mit Y- | |Ij| < ¢, so dass f
auf [a,b] \ Jf_; I! gleichmiRig stetig ist. Wie zuvor existiert ein § > 0 mit

i=1"1
P
|f(z) — f(y)| < e fiir alle z,y € [a,b] \ UIZ’ mit |z —y| < 4.
i=1

Nun wéhlen wir eine Zerlegung Z von [a, b] mit Teilintervallen I, ..., I, die die Teilintervalle
Ii, ..., I, umfasst und fiir die |Z| < ¢ gilt. Sei

A={keN:1<k<nund Iy = I/ fireini =1,...,p},
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d.h. die Menge A umfasst diejenigen Indizes k, fiir die I mit einem der Intervalle Iy, ..., I,
tibereinstimmt. Fur k € A" := {1,...,n} \ A folgt

Mg —mp < e.

Daraus erhalten wir die Abschétzung

S(Z)=s(Z) = D (My—mp)[Lel + Y (Mg — my)| It
keA! keA

p

< e(b—a)+2K Y |I]]
=1

< €(b—a+2K).

Wieder folgt die Behauptung aus dem Riemannschen Integrabilitdtskriterium. m

10.3 Riemannsche Zwischensummen

Definition 10.10 Sei f : I = [a,b] — R beschrankt und Z = (zo,x1,...,zy) eine Zerlegung
von [a,b]. Wird aus jedem Intervall I, = [z—1, k] ein Punkt & ausgewdhlt, so heifit & =
(&1, ... ,&n) Zwischenvektor und

n

0(2,6,f) =0(2,8) = f(&)IIl

k=1

heifst Riemannsche Zwischensumme.
Bemerkung: Beachte, dass fiir jede Zerlegung s(Z) < o(Z,¢) < S(Z) gilt.

Lemma 10.11 Sei Z beliebige Zerlegung von [a,b]. Zu jedem € > O existieren Zwischenvekto-
ren £,1, sodass gilt:
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Beweis: Sei € > 0. Ist I, k = 1

Eks M € Iy, mit

Sei f = (51, .

.- 75”) und n= ("71,

n, ein Teilintervall der Zerlegung Z, so existieren

my < (&) < my + ¢

€
M > > M. — .
— w2 flm) 2 My — 37—

..yMn). Es folgt

s(Z) <o(Z,¢&) < s(

+Zb [Ix| = s(

Z) + €,
S(Z)>0(Z,n) > S(Z) —e.

Satz 10.12 (Charakterisierung des Integrals mittels Zwischensummen) Sei f : [ =
[a,b] — R beschrinkt. Dann gilt

f € R([a,b]) & YZerlegungsnullfolge Z,, mit Zwischenvektor " konvergiert o(Z,,&")

b
In diesem Fall gilt lim o(Z,,£") = / f
n—oo
Beweis: ,,= “: Die Behauptung folgt aus den Ungleichungen

(Zn) < 0(Zn, ") < S(Zn).
w<=“ Sei (Z,

) eine Zerlegungsnullfolge. Dann existieren nach Lemma 10.11 Zwischenvektoren
&,y mit

1

S(Zn) SU(Zn,fn) < S(Zn) + ﬁ

1

Es folgt lim,, o0 0(Zp, &™) = Ji und lim, o 0(Zp,,n™) J*. Aulserdem konvergiert nach
Voraussetzung auch die gemischte Folge

o(Z1,€"),0(Z1,n"),

0(Z,€2), 0(Zo,1?), ..
und daher gilt J, = J*.
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Beispiel: Wir zeigen mit Hilfe Riemannscher Zwischensummen, dass fiir @« # —1 und 0 < a <
b ba+1 _ aa+1
b gilt: / x%dr = ——
a

Beweis: f(x) = x“ ist auf [a,b] mit a > 0 stetig. Die Riemann-Integrierbarkeit folgt also aus
Satz 10.9(b). Sei die Zerlegung Z,, gegeben durch Z, = (a,aq,aq?,...,aq") mit q = T\L/g und

€™ ein Zwischenvektor mit ¢ = (a, aq, . ..,aq"!). Dann folgt:

a+1

n

J(ngn) _ Z(aqk—l)aa(qk - qk—l)

k=1
n—1
— got! Z qk(a+1)(q _ 1)
k=0

1)aa+1 q(a+1)n -1

:(qi qa+1_1

g 1 a1 a+1
- qoz—f—l -1 (b —a )
oo ba—i—l _ aa+1
- - -
a+1

10.4 Eigenschaften des Riemannschen Integrals

Definition 10.13 (Integral fiir komplexwertige Funktionen)

Sei f: I =[a,b] — C beschrinkt, d.h. |f(x)| < K Vx € 1. Sei g(z) = Re f(x), h(x) =Im f(z),
d.h. f(x) = g(x) +h(x). f heifit Riemann-integrierbar auf I, falls g, h Riemann-integrierbar
auf I sind. Man definiert:

/abf(x)dm - /abg(x)dx + z/ab h(z)d

Satz 10.14 (Linearitét des Integrals)
Seien f,g € R(I) und o, 8 € R. Dann ist af + Bg € R(I) und es gilt:

/ab (Oéf(x) + ﬁg(a:)>dx = a/abf(x)d:c i ﬂ/abg(a:)da;
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Satz 10.15 (Eigenschaften des Integrals)

Sei I = [a,b] und seien f,g € R(I) beschrankt mit |f(z)|,|g(x)| < K Ya € I. Dann gilt:
a) Ist @ : [-K, K| — R Lipschitz-stetig, so folgt ® o f € R(I).
b) Ifl, f*,f~, f* € R(I). Falls inf; |f| > 0, damit ist § € R(I).
¢c) f-g, max(f,g), min(f,g) € R(I)

b b
d) Ist f =h auf I\ {z1,...,2p},p € N=h e R(I) und/ f(x)dx:/ h(z)dzx.

Satz 10.16 (Monotonie des Integrals)
fyg:I=1la,b] = R seien beschrankt und f < g auf I. Dann gilt:

]{ lif(x)dx < /a Z(az)daz und ][ bf(x)dq: < ][ bg(x)dx

Falls f,g € R(I), so gilt das Gleiche fiir das Riemann-Integral.

Satz 10.17 (Dreiecksungleichung)

Fir f € R(I) gilt: , ,
| #wyia| < [C1s@as

Bemerkung: Satz 10.17 gilt auch fiir komplexwertige Funktionen f : [a,b] — C.

Satz 10.18 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei I =la,b], f € R(I) und p(f) := ﬁ /b f(z)dz (Mittelwert von f auf I). Dann gilt:

inf f(z) < u(f) < sup f(z).
1

b
Falls f € C(I), dann ezistiert & € I mit p(f) = f(&) , d.h. / f(z)dz = f(&) - (b—a).
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10.5 Integration iiber Teilintervalle

Satz 10.19 Seia <c<bund f: 1= [a,b] — R beschrankt. Dann gilt:
f € R([a,b]) < f € R([a,d]) und f € R([c,b])

FEs qult:

/a ) = / " f(2)da + / " fa)da

Definition 10.20 Seia < b und f € R([a,b]). Definiere

/baf(x)dx == /abf(x)d:c und /Ccf(x)dm =0 Ve € [a,b].

Bemerkung:

a) Ist f € R([a,b]), dann ist f auf jedem Intervall [a, x], a < z < b integrierbar.
b) Va, 3,7 € [a,b] gilt dann:

/(;f(a:)dx—/jf(x)dan/;f(x)dx

Satz 10.21 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

a) Sei f € R([a,b]), ¢ € [a,b] und F(x) ::/ f(t)dt. Ist f stetig an der Stelle £ € [a,b],
so ist F differenzierbar an der Stelle & und es gilt F'(§) = f(&). (Rekonstruktion von f
durch Ableitung des Integrals)

b) Sei F : [a,b] — R differenzierbar und sei F' € R([a,b]). Dann gilt fir z,c € [a,b]

F(x) = F(c) + /:v F'(t)dt

(Rekonstruktion von F durch die Integration der Ableitung)

74



Praktische Bedeutung:

a) Gesucht ist die Losung der "Differentialgleichung” «'(¢) = a(t)u(t) mit der ”Anfangsbe-
dingung” u(0) = 1. Dabei sei a : R — R stetig.

t
Idee: u(t) := eA®). Dann muss gelten A'(t) = a(t), A(0) = 0. Also: A(t) :/ a(s)ds.
0
Die Losung der Differentialgleichung ist dann: u(t) = elo a()ds
b 1 ! 1
b) / ——dt = arctan b — arctan a, denn (arctan x) =—
o 1+1t2 1+ 22

10.6 Integrationstechniken

Definition 10.22 Gegeben sei f : I = [a,b] — R. Eine differenzierbare Funktion F : [a,b] —
R mit F' = f heifst Stammfunktion von f.

Bemerkungen:

a) Der 1.Hauptsatz besagt: stetige Funktion auf kompakten Intervallen besitzen Stamm-
funktionen, némlich z.B.

F(z):= /Z f(t)dt ,x € [a,b].

b) Jede weitere Stammfunktion unterscheidet sich von F' nur um eine Konstante.

c¢) Schreibweise fir Stammfunktionen: F(x) = | f(x)dz. Die Schreibweise ist nicht ganz

eindeutig, denn sie ,vergisst “auf welchem Intervall die Stammfunktion von f gebildet

wird.

d) Falls f eine Stammfunktion F' besitzt und f € R(I), dann gilt wegen des 2. Hauptsatzes

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
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Liste der Grundintegrale

1
/xo‘dw = — 2 fiir
a+1

/ L 4 ¢
—— _dx = arctanx
14+ 22

a#£ -1
a € Ny
z e R\ {0}, acZ\{-1}

1 dr — Artanhz = $In 12z € (-1,1)
1— a2 Arcothz = §In £t |z| > 1
/ L g in, o < 1
——dx = arcsinz, |x
V1 — 22
1
———dr = Arsinhz = In(z + V1 +22),z € R
/\/1—1—3:2 ( )
1
7:1n’$+\/1'2—1, x| >1
/\/x2—1 2

/exdaﬁ—ex, /sinxd:c——cos:c, /cosxdx—sinx

/tanxda::—ln|cosx], /cotxdx:1n|sinx]
dx

dzx
ol r tanz, —
sin“ x

Partielle Integration

Seien f,g € C*(J). Dann gilt:

= —cotx

1
, /d:vzln|x|,x7é()
x

/ f(@)g (@)de = [(x)g(z) — / F(@)g(x)de

Fiir a,b € J gilt:
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Satz 10.23 (Substitutionsregel) Seien I,J C R Intervalle, f € C(J),® € CY(I) und

o(1) C J.

a) Fira,be J gilt dann:

b B
/ f(x)da:—/ F@@)P (1)dt, a=B(a), b

b) Ist ® streng monoton so gilt fir x € J:

[ t@ae= [ rowemd_,

f(z)dz, d.h. F sei Stammfunktion von f. Dann ist F'(®(¢)) Stamm-

Beweis: Setze F(x) :=
funktion von f(®(t))®’(¢).

)@
a) folgt wegen F(z)| = F(®(t))|5.

b) folgt F(®(t ’ — F(2),
) folgt wegen F'(®(t)) —p1(2) (x)
[
Beispiele:
a) Zur Berechnung von / —— verwende folgenden Trick:
®(t) = 2arctan(t); "z = 2arctan(t)”; "dr = e
T T 2tan § 2t
sinx = 2sin — cos — = =
2 2 1+ tan 5 14t

dx ' (t)dt 2(1+t?) T
- / sin x /sinCI)(t) / (1 +t2)2tdt nt] = In ftan 2

7
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10.7 Integration rationaler Funktionen

Satz 10.24 (Partialbruchzerlegung)
Seien P, Q reelle Polynome und

Qe)=(x—&)P ... (z = &) (22 + oz + B)™ .. (P4 g+ B)"
P
Dann hat die rationale Funktion R(x) = Qém; die Darstellung (Partialbruchzerlegung):
x
k l
ai1 Qip, bjiz + ¢ bjr; @ + Cjr )
R = P, + +.. .+t + —_ + ...+
) = Rlw) ; (1‘ ~& (z — &)7’2’) ; <9€2 + ajz + f; (2% + ajz + B;)"

mit aip, bjr, cjr € R und einem reellen Polynom F.

Folgerung: Rationale Funktionen, bei denen die Nennerfaktorisierung bekannt ist, haben
explizite Stammfunktionen. Geméfs Satz 10.24 treten nur Stammfunktionen von Summanden
der folgenden Form auf:

1 ‘ bx + ¢
=" @+ as+B)"

/ de  Jlnfz—¢] ,m=1
@=9" \mmager m22
2r + « )

dz 2
/$2Hw+ﬁ_«Mﬁ—M V4B — a?

2+ar+p 2 2 ) 22+ax+

m>2:

mit o < 48 (ansonsten hiitte (2 + ax + 3) 2 reelle Nullstellen)

arctan (

/ dx B 2r 4+ « n 2(2m — 3) / dz
(24 azx+B)"  (m—1)4B8—a?) (@2 +az+B)™ 1 (m—1)48—-a2) ) (22 +az+ B)m1

/ xdx B -1 B a/ dz
(22 +azx+p)"  2m—1)(z2+ax+p)m 1 2 ) (224 ax + 3)™

(Verifizierung durch Differentiation)
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10.8 Taylor-Reihe, Taylor-Polynom

Beobachtung:
oo

f(x) = Zan(x —a)" fir |[x —a| <7
n=0

Dann gilt: f( (a) = ay, f"(a) =2as,..., f¥)(a) = Klay,

a) = ag, [’
> #(n)
d.h. f(:n)zzf n!(a)

n=0

(z—a)" (1)

Frage: Falls f : (a —r,a + r) — R oc-oft differenzierbar ist, gilt dann (1)?

Definition 10.25 Seir >0 und f: (a —r,a+1r) — R.

: : : o~ /M (a) n :
a) Ist f oo-oft differenzierbar, dann heifst T'(x,a) := Z — (# —a)" Taylor-Reihe von
n!
n=0
f im Punkt a.

~ £ (a)

b) Ist k € Ng und f k-mal differenzierbar, so heifst Ty(x,a) = Z —(x —a)" k-tes

n!

n=0

Taylor-Polynom von f im Punkt a.

Satz 10.26 (Satz von Taylor) Seia € I, f € C""Y(I). Dann gilt fiir alle z € I:

ﬂm—fum@+/w@‘”WMHWMt

n!

Restglied Ry, (x,a)

Es existiert & zwischen a und x mit:

FIE)

(n+1)! (z — a)" ™! (Lagrange-Form des Restglieds)

R, (x,a) =

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion {iber n € Ny. Wir beginnen mit n = 0. In diesem
Fall ist die Aussage des Satzes

ﬂ@:f@+/”fwﬁ
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gerade die Aussage des 1. Hauptsatzes. Wir zeigen als Néchstes den Induktionsschlufs von n
auf n + 1. Fiir z,t € I definiere

T — n+1
F(t) = ((n +t>1)! £ (g,
Dann gilt o
F,(t) _ (izn_—:)l)' f(n+2)(t) o (‘T ;'t) f(n—H)(t).

Integration ff ... dt dieser Beziehung liefert
F(l’) _F(a) = Rn+1(x; a) - Rn(x; a)
——
=0
und es folgt mit der Induktionsvoraussetzung
f(x) = Ty(z;a)+ Ry(z;a)
= Tu(z;a) + F(a) + Rpga (23 a)
= Tha(w;a) + Rppa(a;a).

Um die Lagrange-Form des Restgliedes herzuleiten, erinnern wir an den verallgemeinerten
Mittelwertsatz (vgl. Satz 9.13) fiir Funktionen F,G mit F(a) = G(a) = 0:

F(z) _ F(z)~F(a) _ F/(©
G(x) ~ Gla)—Gla)  GE)

Ist sogar F'(a) = G'(a) = 0, so folgt nach erneuter Anwendung des verallgemeinerten Mittel-
wertsatzes

fiir ein € € (a,x).

F(z) F”(£ )
G(z)  G"(&)

fir ein & € (a,§).

Allgemeiner 148t sich sagen

F(x) _ FOY(g)
G(z)  GH(g)

fiir ein € € (a, ) falls F*)(a) = G®(a) = 0 fiir k= 0,...,n

Diese Uberlegung wenden wir nun an fiir F(z) := f(z) — ( a) und G(z) =
Fiir diese Funktionen gilt F*)(a) = 0, G*)(a) = 0 fiir k = 0,...,n und F™+1(x)
sowie G (z) = (n + 1)!. Somit erhalten wir

Firt(g) IASRI(I n
G (e) T T ) (&= a)™.

Dies ist gerade die behauptete Lagrange-Form des Restgliedes. m

( )n+1
= f+ ()

R, (xz;a) = F(z) =
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Satz 10.27 (Taylor-Entwicklung von Funktionen)

Sei f € C*°(I) unda € I. Falls R,,(x,a) — 0 firn — oo, dann gilt f(x Z a:—a)".

Dies ist z.B. der Fall, wenn Zahlen o, C > 0 existieren mit ‘f(")( )‘ < aC” Vn eN, Vtel.

Beweis: Hat man die Abschitzungen fiir |f(™)(t)| so kann man das n-te Restglied wie folgt
abschéatzen

aCntl
(n+1)!

_ o In+1
[z = al e — al"™ — 0 fiir n — oo.

Ry (z;0)] < |Fm ()] <

~ (n+1)

Beispiele:
a) f(z)=¢€*, a=0, fM(t)=e¢
Firte (L1, [fO0] el @ =30 T
e_:%? ,.1‘#0
0 , =20

Es gilt: f € C*(R). Insbesondere ist f oc-oft differenzierbar an der Stelle z = 0 mit
f™(0) = 0 Vn € Ny. Folglich gilt fiir die Taylor-Reihe T'(z,0) = 0, d.h. f wird nicht
durch seine Taylor-Reihe T'(x,0) dargestellt.

10.9 Vertauschung von Integration/Differentiation mit Limesbildung

Satz 10.28 Sei (fn)n>1 eine Folge von Funktionen aus R([a,b]). Falls f, "= f gleichmdpBig
auf [a,b] konvergiert, dann ist f € R([a b)) und es gilt:

lim fn d:[;—/f

Korollar 10.29 Sei (f,)n>1 eine Folge von Funktionen aus R([a,b]). Falls Z fn(x) gleich-

mapig auf [a,b] konvergiert, so gilt:

/aan dm—z/ fula
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Beispiel:

1
Z(—l)ng;n g konvergiert gleichméfig fiir 0 < |z| < p, falls 0 < p < 1. Daraus folgt
x

& (_l)n n+1

T ods = [T x
In(1 + :/ = /—1”"d: ~ x| <1,
w1 = 1 =2 e =3

n=0

d.h. hier wurde gerade die Potenzreihendarstellung des Logarithmus hergeleitet.

Satz 10.30 (Vertauschung von Ableitung und Limes)
Sei I C R Intervall und (f,)n>1 eine Folge von Funktionen in C(I). Falls f, — f punkt-
el n—oo

weise auf I konvergiert und f! — g gleichmdfig auf I konvergiert, dann ist f € C*(I) und
n—oo

f'=g, d.h.
T /(@) = /(@)

Korollar 10.31

a) Sei (fn)n>1 eine Folge in C(I). Falls f(z) = Z fn(z) punktweise auf I konvergiert und
n=1

o0
die Funktionenreihe Z I gleichmdpig auf I konvergiert, dann ist f € C1(I) und es gilt

n=1
oo
fl) =Y fo(@) Vo el
n=1
o
b) Sei f(x):= Zanas” eine Potenzreithe mit Konvergenzradius v > 0. Dann ist f €
n=0

[e.@]
Cr(—rr), fl(z) = Znanxnfl und der Konvergenzradius der differenzierten Reihe ist

n=1
gleich r. Gleiches gilt fiir héhere Ableitungen beliebiger Ordnunyg.
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10.10 Uneigentliche Integrale
Beispiele:

e8] t
a) / e ¥dr = lim [ e *dx = lim —e *|{ =1

t—o0 0 t—o00

1
1 . 1
/ \fd‘x N t£%1+/t ﬁdw N tli%l+2\/5|t =2

Definition 10.32 Die Funktion f : [a,00) — R sei auf jedem Intervall |a,c], ¢ > a integrier-
bar. Man definiert
o0 (&
/ f(z)dx := lim f(z)dx
a €00 a

o0
falls dieser Limes existiert. In diesem Fall heifit / f(x)dx konvergent.
a

Bemerkungen:

/f dx_/f dx+/f
b)/a (ozf()+ﬁg :L‘—a/ f(z dm+ﬁ/

(&
c) F(e) = / f(t)dt. Falls das uneigentliche Integral / f(z)dz konvergiert, so gilt
a a

h f(z)dx = lim F(c).

Cc— 00
Lemma 10.33 (Konvergenzkriterien) Seien f,g € R([a,c]) Yc > a.

a) Aus |f(z)| < g(x) und/ g(x)dx konvergent folgt, daﬂ/ f(z)dz konvergent ist.

b) Seip € Z und f : [p,00) — R nicht-negativ, monoton fallend. Dann gilt:

/ f(x)dx konvergent < Zf ) konvergent

n=p
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Beispiel:
[e.e]

oo
/ e~ dz konvergiert, da Z e~ konvergiert (Wurzelkriterium).
0 n=0

Bemerkung;:

/ flx)dx = . lim f(x)dzx, falls der Limes existiert.
—00 T Jt

/_Z f(z)dz = /_(; f(z)dx + /aoo f(z)dax

falls beide Integrale auf der rechten Seite konvergieren. In diesem Fall héngt die rechte Seite
nicht von der Wahl von a ab.

Definition 10.34 Sei f : (a,b] — R unbeschrankt bei a, beschrinkt und integrierbar auf [c, ]
fir alle ¢ € (a,b). Man definiert:

/abf(w)dx = Cl_iglJr /be(sc)dx

b
falls der Limes existiert. In diesem Fall hez’ﬂt/ f(z)dz konvergent.
Analog: Sei f : [a,b) — R bei b unbeschrinkt, f € R([a,c]) Ve € (a,b). Man definiert:
b c
/ f(x)dx = liIll)a f(x)dx

falls der Limes existiert.

Sei f: (a,b) — R bei a und b unbeschrankt, f € R([c1,c2]) Va < ¢1 < ca < b. Man definiert:

/f m_/f m+/f

falls die beiden rechten Integrale konvergieren. In diesem Fall hdangt die rechte Seite nicht von
der Wahl von c ab.
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Beispiel:

1
d
—x,a>0
0o x¢
1
dx 1 1 1 1 1
a7 e 1—a 27l 1-a €
1
d -
a=1 —w:lnl—lnee—Poo

€
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